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RESUMO

MORAES, Raquel Nobre. Matematica Aplicada na Agrimensura. 2022. 49f.
Trabalho de Conclusdo de Curso. Instituto Federal de Educacédo, Ciéncia e
Tecnologia, Campus Palmas, Palmas-TO, 2022.

O trabalho busca utilizar conhecimentos da agrimensura para ensinar conceitos de
geometria e trigopnometria facilitando o aprendizado de matematica entre alunos do
ensino médio, uma vez que a aplicacdo de conceitos abstratos em casos concretos €
de mais interesse para 0s alunos aumenta sua motivagcédo e otimiza o aprendizado.
Para atingir o objetivo proposto a pesquisa se inicia com uma contextualizagédo
histérica da origem e evolucdo da agrimensura em paralelo com uma descricdo dos
conceitos de trigonometria e geometria por ela utilizados. No referencial te6rico foram
utilizados conceitos béasicos da trigpnometria e exemplo de aplicacdo desses conceitos
em diversas areas de trabalho, sobretudo aplicacdes relacionadas a topografia. Ocorre
também a apresentacdo e conceituacdo de aparelhagem moderna em contraponto
com o0 equipamento rudimentares utilizados no dia a dia do profissional agrimensor.
Pode se perceber através da analise de dados que o experimento aplicado a 41 alunos
de uma turma do curso técnico da 12 Série do Ensino Médio realizada no Instituto
Federal de Ciéncia e Tecnologia do Tocantins Campus Palmas no ano de 2019
demonstra que a aplicacdo de aparelhos utilizados na agrimensura para ensino da
matematica foi de crucial importancia para assimilacdo dos conceitos abordados em
aula.

Palavras-chave: Topografia; matematica; geometria; trigonometria.



ABSTRACT

MORAES, Raquel Nobre. Applied Mathematics in Land Surveying. 2022. 49f.
Completion of course work. Instituto Federal de Educacéao, Ciéncia e Tecnologia,
Campus Palmas, Palmas - TO, 2022,

This work seeks to use land surveying knowledge to teach concepts of geometry and
trigonometry, facilitating the learning of mathematics among high school students, since
the application of abstract concepts in concrete cases is of more interest to students,
increases their motivation and optimizes learning. To achieve the proposed objective,
the research begins with a historical contextualization of the origin and evolution of land
surveying in parallel with a description of the concepts of trigopnometry and geometry
used by it. In the theoretical framework, basic concepts of trigonometry were used and
an example of application of these concepts in several areas of work, especially
applications related to topography. There is also the presentation and conceptualization
of modern equipment in contrast with the rudimentary equipment used in the day to day
of the professional surveyor. It can be seen through the data analysis that the
experiment applied to 41 students from a technical course class of the 1st Grade of
High School held at the Federal Institute of Science and Technology of Tocantins
Campus Palmas in 2019 demonstrates that the application of devices used in surveying
for teaching mathematics was of crucial importance for the assimilation of the concepts
covered in class.

Keyworlds: Topography; math; geometry, trigopnometry.
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1. INTRODUCAO

A matematica tem uma vasta area de aplicacdo e tem sido considerada uma
verdadeira incognita, 0 pensamento critico desempenha um papel significativo para
essa area de conhecimento. Sua utilizagdo em determinadas areas como: fazer
compras, aplicativos de celular, na cozinha, no transporte, nas transac¢des bancarias
entre outras € uma forma de mostrar como esses conhecimentos sédo aplicados no
cotidiano, quando pensamos em conhecimentos matematicos, procedimentos,
experiéncias, decisdes, ferramentas, representacfes e modelos matematicos e 0s
confrontamos através de problemas para resolver, as decisdes e o0s critérios de
resolucao sao logicos e através de processos metodoldgicos.

No cotidiano os conceitos ligados a trigonometria sdo significativos para a
sociedade. A trigonometria estuda as relacdbes matematicas envolvendo angulos
comprimentos e altura de diferentes triangulos. Sua criacéo é atribuida ao astrénomo
e geografo grego Hiparco de Nicéia, no século Il a.C. Conectada inicialmente a
astronomia e aos estudos geométricos, com aplicacdo na navegacao e construcao de
calendarios.

Encontrar a altura e a distancia entre dois objetos é uma das aplicacfes mais
importantes da trigopnometria que permite célculos basicos como a altura de um
edificio, torres ou montanha, no entanto, sua aplicacdo é bem mais abrangente em
diversas areas de conhecimento.

Este trabalho foi desenvolvido em uma turma do curso técnico de informéatica da
12 Série do Ensino Médio com 41 alunos, no ano de 2019 no Instituto Federal de
Ciéncia e Tecnologia do Tocantins Campus - Palmas, a escolha dessa turma se deu
pela dificuldade que a mesma tinha em relagcdo ao contetdo. Tem como objetivo usar
a Agrimensura para ensinar matematica especificamente os conteddos de Geometria
e Trigonometria relacionados a angulos.

Baseando-se nessa problematica, surgem as seguintes questdes: Que
materiais poderemos utilizar para medir distédncias inacessiveis? Como esses
materiais serdo usados para favorecer o ensino-aprendizagem de Trigonometria aliada
a Agrimensura? E que conteudos poderemos se trabalhar com a utilizacdo desses

materiais nas turmas da 12 série do ensino médio?
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Sendo assim, faremos uso da Agrimensura, para auxiliar no processo de ensino-
aprendizagem em matematica, pois € uma pratica que permite resolver problemas ou
realizar atividades por meio da manipulacdo, o que podera estimular o aprendizado,
comunicacdo, motivacdo e compreensao de conteldos matematicos relacionados a
geometria e trigonometria, visto que a interdisciplinaridade faz parte do processo
educacional. Acreditamos que dessa forma o ensino aprendizagem possa fazer
sentido, desperte interesse e que a construcdo do conceito matematico seja prazerosa
para o aluno. Este trabalho esta organizado em dois capitulos, a saber:

No capitulo 1 apresentamos a revisdo de literatura em que a historia da
Agrimensura, a evolucdo dos equipamentos topograficos, os acessorios usados para
a medicdo, Geodésia, elipsoide, geoide, 0 uso da matematica na agrimensura, as
origens da trigonometria, relacbes métricas e trigonométricas, angulos notaveis e
arcos, lei dos senos, lei dos cossenos e area de um triangulo retangulo.

No capitulo 2 apresentamos os procedimentos metodolégicos da proposta em
trabalhamos o uso de material concreto como o teodolito caseiro e profissional, para
viabilizar os calculos de alturas inacessiveis e distancias. E analise dos dados

utilizados em nossa pesquisa.
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2. REVISAO DE LITERATURA

2.1- HISTORIAS DA AGRIMENSURA

Segundo Boyer (1906) registros histéricos mostram que a agrimensura é uma
das préaticas mais antigas do homem, os agrimensores inicialmente eram chamados
de gebmetras e empregados dos farads, suas funcdes eram fazer o controle das cheias
do rio Nilo, com dever de analisar o controle de enchentes, eram chamados de
estiradores de corda, pois as cordas eram usadas para tracar as bases de templos,
bem como para determinar os limites das propriedades. Conforme apresentamos na

figura 1

Figura 1- Estiradores de corda

Fonte: (FREITAS et al., 2020, p.20).

Conforme Espartel (1987) esses povos nos legaram fontes historicas de seus

feitos.

Os egipcios, 0s gregos, os arabes e 0s romanos nos legaram instrumento e
processos que, embora primitivos, serviram para descrever, delimitar e avaliar
propriedades rurais, com finalidades cadastrais; na Histdria da Topografia, de
Laussedat, sdo mencionados plantas e cartas militares e geogréaficas bem
interessantes, organizadas nos primérdios da Topografia, ou melhor, da
chamada Geometria aplicada. (ESPARTEL, 1987, p. 04).

Quando os ndbmades comecaram a aprender a plantar e domesticar animais se

iniciou o processo de revolugdo agricola e assim foram surgindo as primeiras
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organizacfes sociais, politicas e vilas da historia, j& que agora eles ndo precisavam
sair de uma localidade quando acabavam os recursos, pois podiam plantar e criar
animais para sua subsisténcia, as civilizacdes antigas, por necessidades especificas e
surgimento de problemas locais foi se aprimorando em determinadas areas da ciéncia.

No Egito os primeiros indicios da geometria surgiram da necessidade de
medi¢cdo de terras agricolas, proximo ao rio Nilo, nos periodos de cheia, parte das
terras eram cobertas pelas enchentes anuais que derrubavam as demarcacdes de
terra, como havia uma disputa pelas terras mais férteis, os agricultores tinham que
refazer os limites de suas areas de cultivo para ndo terem prejuizo, possivelmente por
fazer essas demarcacdes ano apds ano, foram se tornando habeis demarcadores de
terras com conhecimentos geométricos limitados a resolver problemas concretos.

Como afirma o historiador grego Herddoto que.

[...] nos diz que o apagamento das demarcagBes pelas inundag¢des do Nilo
tornou necessarios os mensurados. Os conhecimentos dos “estiradores de
corda” egipcios eram evidentemente admirados por Demdcrito, um
matematico de competéncia [...] em parte em consequéncias da precisdo
admiravel da construcao das piramides. (BOYER, 1906, p.13).

Agrimensura € a ciéncia que usa conhecimento da geomética, como ferramenta
para aquisicdo e gerenciamento de dados espaciais necessarios como parte de
operac0es cientificas, ela tem uma funcéo essencial na evolucdo de cidades e areas
urbanas. A Topografia vem da palavra Grega “topos” no qual significa “lugar” e
“graphein” significa “descrever” assim a topografia € uma ciéncia essencial para fazer
medicdes. Usamos todos os tipos de instrumentos de medicdo em nosso dia a dia
como: réguas, esquadros, fitas métricos transferidores, entre outros. Espartel (1987)

afirma que a topografia tem por finalidade.

[...] determinar o contorno, dimenséo e posi¢ao relativa de uma porcao limitada
da superficie terrestre, sem levar em conta a curvatura resultante da
esfericidade terrestre. [...] € uma ciéncia aplicada, baseada na Geometria e na
Trigonometria [...] que tém por objetivo o estudo da forma e dimensfes da
Terra. (ESPARTEL, 1987,p.03).

Segundo este autor a medi¢do de superficies agrarias € uma das carreiras mais
antigas do mundo, e também uma das mais importantes, por essa razdo a mesa era

chamada Agrimensura.
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A terra € importante na vida das pessoas, um bem muito valioso e alvo de
disputas e conflitos entre os povos ao longo da histéria da humanidade o levantamento
topografico € normalmente usado para encontrar as condicdes existentes de um
pedaco de terra. Isso inclui as elevacfes do solo, 0s recursos existentes ou qualquer
outra utilidade presente na superficie, esses levantamentos dependem muito das
elevacgdes e da capacidade de descobrir quéo altos ou baixos sdo os seus pontos no
local escolhido. Segundo Garbi (2009) os egipcios desenvolveram matematica de

forma indutiva, basicamente para finalidades praticas como:

A Agrimensura, a Arquitetura e as obras de irrigagédo. [...] sobre a histéria do
Egito, o grego Herddoto (o Pai da Historia ) disse o seguinte: “Esse farad
(Sesostris) realizou a partilha da terras, concedendo a cada egipcio um porcao
igual, com a condicdo de ser-lhe pago todos os anos certo tributo; se o rio
carregava alguma parte do lote de alguém, o prejudicado ia procurar o rei e
expor-lhe o ocorrido. O soberano enviava agrimensores para o local, para
determinar a reducéo sofrida pelo terreno, passando o proprietario a pagar um
tributo proporcional ao que restara. Eis, a0 que me parece, a origem da
Geometria, que teria passado do Egito para a Grécia.” ( GARBI, 2009, p. 12).

E preciso certificar-se de que conhecemos nossas distancias e onde estamos
em termos de espaco, para isso, a precisdo horizontal € muito importante, quando se
trata do topo, iremos encontrar as diferencas de altura entre os pontos usando
medi¢des horizontais e verticais, podemos combinar essas duas medidas e criar um
mapa completo que mostra as condi¢cdes exatas do terreno pesquisado, como sua
localizacéo, estabelecimento de escalas e area.

A ferramenta principal para uma pesquisa topogréafica que trata da medida da
execucao de superficie no plano, sua divisdo em parcelas, condi¢des preestabelecidas
como: direcdo, medir as distancias, estimar as alturas e parcelas dos terrenos €
chamada de teodolito, e seu trabalho é medir os angulos entre dois pontos,
combinando esses angulos com distancias de uma corrente ou fita métrica podemos
triangular a localizacdo de qualquer um desses pontos usando trigonometria. Como
afirma Mol (2013) os egipcios faziam isso intuitivamente, pois sua geometria era

pratica e as demonstracdes eram essenciais com o objetivo de.

[...] por meio de tentativas e aproximacdes, obter métodos e regras eficazes
do ponto de vista da aplicacdo. Assim, 0s egipcios eram capazes de calcular
areas de figuras retilineas, como o quadrado, o tridngulo e o trapézio. Por
exemplo, no problema 51 do Papiro de Rhind, a area de um tridngulo isGsceles
é calculada tomando metade da base e multiplicando pela altura. A justificativa
apresentada € a de que o tridngulo isosceles pode ser pensado como dois
tridangulos retos que, ao serem justapostos, formam um reténgulo. [...] Todas
essas formulas envolvendo areas e volumes eram empregadas no calculo da
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guantidade de material necessario na construgcdo de monumentos.( MOL,
2013, p. 23).

Os topografos séo especialistas em medicdo, estabelecem limites terrestres
oficiais, escrevem descricbes de terras para escrituras. Definem os limites de
propriedades como escolas, estruturas comerciais, construcao de estradas, habitacao,
torres telefonicas, linha de fibra Optica, fazendas, gasodutos, barragens, pontes,
mineracao, trilhos, exploracdo de petréleo entre outras demarcacdes exigem a
assisténcia de um agrimensor.

Os teodolitos modernos chamados de estacdes totais podem nao apenas medir
angulos, mas também distancias e possuem computadores de bordo para fazer
calculos e registros de dados para uso posterior, mas temos maneiras de fazer nosso
proprio levantamento topogréafico com ferramentas basicas e baratas como é o caso

do teodolito caseiro usado em nossa proposta de trabalho apresentada no capitulo II.

2.2 - EVOLUCAO DOS EQUIPAMENTOS TOPOGRAFICOS

A humanidade demorou muito tempo para evolucdo dos equipamentos
topogréficos, no decorrer dos anos, os aparelhos de medicéo e de uso do agrimensor
foram sendo desenvolvidos, Assim apresentamos abaixo alguns aparelhos que foram
desenvolvidos ao longo do tempo.

Por volta de 3.000 a.C. os babilénios e egipcios utilizavam cordas para medir as
distancias e um corddo de prumo, para atingir alinhamento vertical, oferecendo a
possibilidade de levantar uma estrutura mais alta e com um equilibrio maior.

A habilidade que levou os seres humanos a construir grandes coisas como as
maravilhas do mundo antigo, dentre elas a Grande Piramide de Gizé construida no
norte do Egito por volta de 2500 a.C. levou a geometria antiga ao estabelecimento de
conhecimentos matematicos e criagcao de instrumentos durante sua construcdo que
sdo admirados e pesquisados até hoje pela sociedade com € o caso da Groma que
€ um instrumento icone do agrimensor chamado de “Gromaticus”.

Segundo Wallis (2005) o primeiro instrumento para medir angulos foi
possivelmente o Groma 0s egipcios usaram na construcdo das piramides. Um
instrumento esquadro éptico pendurado por um prumo com quatro quadrantes, usado
com a finalidade de manter alinhamento e indicar angulos retos, usado também pelos

romanos nas medic¢des topograficas, conforme apresentado na figura 2.
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Figura 2 — Groma Egipcia

Fonte: Museu de Topografia. 2021

Dioptra apresentada na figura 3, uma versdo mais precisa da groma,
instrumento semelhante ao teodolito, projetado para medicdo de angulos, a dioptra
poderia ser utilizada para nivelamento, agrimensura, implantacdo de aquedutos, taneis

e astronomia.

Figura 3 - Dioptra

v

Fonte: M3 MEDINA ENGENHARIA

Existem poucos relatos sobre o Chorobate, instrumento apresentado na figura
4, este instrumento € constituido por uma régua horizontal com sapatas nas pontas,
na parte superior a régua era utilizada para manter o nivelamento da agua, aproveitado

pelos romanos na construcao de seus aquedutos.
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Figura 4 - Chorobate

Fonte: Macaulay 1973 p. 34

Segundo Wallis (2005) o primeiro teodolito primitivo desenvolvido pelo inglés
Leonard Digges em 1571, chamado de “theodolitus”. Instrumento com circulo dividido
com quadrado e bussola no centro e sem telescépio, movimentos graduados na
vertical e horizontal em um tripé. A inversdo do primeiro teodolito moderno é
compartilhada entre o inglés Jonathan Sisson e o italiano Ignacio Porro. O
equipamento era composto por quatro parafusos niveladores. Ignacio Porro em 1835
incluiu um dispositivo éptico que permite calcular distancias, elevacdo e direcdo e
diminuiu consideravelmente o tempo usado na topografia, conforme apresentado na

figura 5.

Figura 5- Primeiro teodolito primitivo

Fonte: FRAGA, 2016 p. 45.

No final dos anos 70 e inicio dos anos 80 surgem as primeiras estacoes totais
na Alemanha, € um instrumento eletrénico usado para medida de angulos e distancia,
também é necessario de um prisma livre de barreira para mirar no ponto a ser medido,
ela emite um laser que reflete no prisma e volta ao equipamento. As estacdes totais
apresentadas na figura 6 € uma evolucao do teodolito, a estacao total diferente do

teodolito ndo precisa de coleta de dados, permite que os dados coletados em campo
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sejam gravados e descarregados e passado para um software que produz um mapa

topogréfico.

Figura 6 Modelos de primeiras estacdes totais

Fonte : VEIGA, 2012, p. 82.

2.3 - ACESSORIOS USADOS PARA A MEDICAO

Para que o técnico em agrimensura faca o levantamento topogréafico durante a
medicao do seu trabalho € comum o uso de alguns acessérios como: piquetes, estacas

testemunhas, balizas e niveis de cantoneira.

2.4 - PIQUETES

Este acessoério € um dos mais utilizados em um levantamento topografico, 0s
piguetes s&o necessarios para marcar corretamente os extremos do alinhamento a ser
medido, suas caracteristicas séo fabricado de madeira rolica ou secdo quadrada com
superficie no topo plana, na parte superior com pregos ou outras formas de marcacéo
gue seja permanente, comprimento variante de 15 a 30 cm, cravado no solo, no

entanto parte dele cerca de 3 a 5 cm deve permanecer visivel.
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2.5 - ESTACAS TESTEMUNHAS

Apresentamos na figura 7 a representacdo da implantacdo de um piquete e
estaca testemunha, utilizada para facilitar a localizac&o dos piquetes, apontando a sua
posicdo aproximada, fixada proxima ao piquete, seu comprimento entre 15 a 45 cm,
chanfrada na parte superior para permitir a marcacédo do numero de ordem do piquete.

Figura 7 - Implantacdo de um piquete e estaca testemunha

50 cm

B
e

Piquete Estaca testemunha

Fonte: VEIGA, 2012, p. 49

2.6 - BALIZA

Sédo utilizadas para manter o alinhamento entre os pontos no terreno.
Caracteristicas sdo construidas de ferro, arredondado, sextavado ou oitavado,
terminadas com ponta guarnecida de ferro, comprimento de 2 metros, pintadas
contrastantes (branco e vermelho ou branco e preto) para que facilite a visualizacdo a

distancia.

2.7 - NIVEIS DE CANTONEIRA

Nivel de cantoneiras apresentado na figura 8 € um acessorio utilizado para
atribuir a bolha circular para que a pessoa firme a baliza corretamente na posi¢cao

vertical sobre o piguete ou alinhamento a medir.
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Figura 8 - Niveis de cantoneira

Fonte: VEIGA, 2012, p. 50.

2.8 - GEODESIA

A historia da geodésia inicia pelos primeiros relatos documentados na época
grega, relatos sobre a geodésia no periodo de Tales de Mileto (625-547 a.C) fundador
da trigonometria, para ele a terra era como um disco que flutuava no oceano.
Anaximander de Mileto ( 611-545 a.C) discipulo de Tales, acreditava que a terra tinha
formato cilindrico, que cercada por varios anéis sendo o sol e a lua um dos anéis e
raios chegava através de furos em volta do planeta. A escola Pitagoras (580 - 500 a.C)
€ a primeira a analisar a terra esférica.

A palavra Geodésia vem do grego Geo no qual significa “terra” e désia que
significa “divisdes”. O fildsofo Aristételes no século |l a.C mostrou as primeiras razées
cientificas da forma esférica para a terra, ele descobriu o raio da terra, quando o sol
encontrava-se exatamente acima de um poc¢o situado em uma cidade proximo do
norte, medindo angulo da sombra e multiplicado pela distancia entre as duas cidade ,
conseguiria atingir a longitude do equador.

O matematico alemé&o Carl Friedrich Gauss no século XVIII constatou que o
modelo matematico usado para terra, o elipsoide de revolugdo ndo era adequado.
Apareceu uma forma relativamente irregular chamada de gedide, porém as referéncias
do sistema de coordenadas permanecem o elipsoide de revolugao.

Geodésia é a ciéncia que se preocupa em estudar trés propriedades principais

da terra, sua forma, a orientacéo no espaco e também estudo do campo gravitacional
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da superficie terrestre, utilizado no ramo da engenharia, da matematica e da fisica. A
palavra geodésia se originou no grego e significa dividir a terra. Assim a geodesia

segundo Espartel (1987) com o auxilio da geografia e matematica se ocupa dos:

Processos de medida e especificacdo para o levantamento e representacao
cartogréafica de uma grande extensao da superficie terrestre de um estado ou
de um pais, projetada numa superficie de referéncia, geométrica e
analiticamente definida por parametros, variaveis em nimero, de acordo com
a consideracao sobre a forma da Terra [...] A Geodésia, que determina com
precisdo as malhas triangulares justapostas a superficie do elipséide de
revolucdo terrestre determinando as coordenadas de seus vértices, € uma
ciéncia que abrange o todo, ao passo que a Topografia se ocupa do detalhe
de cada malha ou geometria planas, com ligacdo as coordenadas de
referéncia determinadas, como dissemos, geodesicamente. (ESPARTEL,
1987, p. 04).

Existe uma diferenca entre a topografia e a geodésia, enquanto uma é uma
pequena apresentacao de uma porcao da superficie terrestre, a outra respectivamente
estuda a representacdo de grandes porcBes completas da superficie terrestre,
considerando no entorno da mesma. Com o propésito de definir ensinamento de
campo, o formato, o tamanho da terra, as coordenadas de pontos, posi¢cao de linhas
da superficie terrestre e alteracdo do campo de gravidade, a forma da superficie
terrestre vem com dois conceitos principais de modelos, que séo eles o elipsoide e

geodide apresentados na figura 9.

Figura 9 - Modelos terrestres

Superficie Topografica

Superficie Geoidal

Modelos Terrestres

Peter H. Dana 9/1/94

Fonte: UNICAMP 2014, P. 23.
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2.9 - ELIPSOIDE

Pitagoras no século VI a.C considerou a terra como sendo uma forma esférica,
no final do século XVII seguindo conceitos de Isaac Newton definiu-se a terra como
apresentando uma forma de um elipsdide.

O elips6ide modelo matematico € muito utilizado na superficie terrestre, da
mesma forma na cartografia, pois € facil que consiga utilizar esse modelo para
representacao a superficie terrestre de uma forma mais simples, tem uma altitude que
varia entre mais cem metros a menos cem metros da média de altitude da sua

representacdo total. Para Espartel a diferenca entre é:

O gedide e o elipséide em um dado ponto, ou em outras palavras, o
afastamento angular entre as duas superficies, é determinada em fun¢éo do
desvio da vertical, entre as normais as superficies do geéide e do elipsdide.
(ESPARTEL, 1987, p. 11).

2.10 - GEOIDE

Gedide é um modelo fisico de representacdo da superficie equipotencial do
campo gravitacional da terra, tem maior variacdo da altitude da superficie terrestre, e
tem uma representacado mais equilibrada da sua altitude diferente do elipséide. Gedide
mostra apenas a forma da Terra aspectos em suporte nas forcas gravitacionais e
massas, ndo possui superficie geometricamente definida nem forma matematica,

conforme apresentado na figura 10.

Figura 10 - Gedide

Fonte: UNICAMP 2014, P. 7.
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2.11 - O USO DA MATEMATICA NA AGRIMENSURA

A matematica esta presente desde sempre na humanidade, antes mesmo de
existirem 0s numeros, as pessoas usavam 0 proprio corpo como instrumento de
medida de contagem, assim que surgiu a polegada, o palmo, o pé, a jarda, a braga e
0 passo, refere-se as primeiras unidades de medidas.

Cerca de 4.000 anos atras, os egipcios utilizavam como padrdo para medir o
comprimento baseado na distancia do cotovelo até a ponto do dedo médio, devido ao
tamanho da pessoa varia para pessoa, causando confus&o nos resultados da medicéo,
entdo decidiram estabelecer um Unico padrdo, comecaram usar barras de pedra do
mesmo comprimento em vez do préprio corpo, assim surgiu o cubito padréo.

A medida que a civilizag&o egipcia cresceu nas margens do Rio Nilo, semeada
por agricultores que pagavam impostos anuais ao farad, as terras necessitavam ser
medidas, pois 0s impostos eram cobrados com base no aumento da terra. Como era
impossivel medir grandes extensGes usando barra de pedra igual ao cubito, os
agrimensores de faraé usaram cordas, contendo nés uniformemente distribuidos
conforme apresentado na figura 11. O intervalo entre dois nds correspondia a cinco

cubitos, esticando as cordas podia facilmente medir longas distancias.

Figura 11 - Estiradores de corda

Fonte: RIBEIRO, 2010, p. 77.

Ribeiro (2010) afirma que:

Os agrimensores, pessoas encarregadas de fazer as medicfes, esticavam as
cordas e verificavam quantas vezes aquela unidade de medida cabia nos
lados dos terrenos. Para realizar as medigdes, os egipcios utilizavam cordas
gue continham varios noés, cuja unidade de medida correspondia a distancia
entre um né e outro. A partir das medidas obtidas com as medicdes das areas
dos terrenos utilizando cordas, os egipcios realizavam calculos utilizando
métodos aproximados. Muitos desses problemas se encontram nos papiros
Rhind e Moscou, o que leva historiadores a acreditar que eles conheciam a
férmula para o céalculo da area de triangulo, retangulos, entre outros. (
RIBEIRO, 2010, p. 77).
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2.12 - AS ORIGENS DA TRIGONOMETRIA

Quando se fala em trigonometria, geralmente o que vem a mente sao as
relacdes no triangulo retangulo, isso devido ao fato de que essas elas séo estudadas
no ensino médio, principalmente as que envolvem o teorema de Pitagoras, Lei dos
Senos e Cossenos, Relagcdes métricas entre outras. As fungdes trigopnométricas se
desenvolveram no século XVII logo apés o desenvolvimento do simbolismo algébrico.

A expansao das fung¢bes trigopnométricas ocorreu de fato no século XVIII, em
série, e se deu ao fato do progresso de outras areas da matematica que foram se
desenvolvendo conforme a necessidade do dia a dia, suas aplicacdes praticas se
iniciaram na Astronomia, Agrimensura e Navegacao, Varios povos contribuiram para o
desenvolvimento da trigonometria como o0s gregos, hindus, arabes, persas e até
mesmo 0S povos europeus. Boyer (1906) afirma que a trigonometria, como 0s outros

ramos da matematica, ndo foi obra de um s6 homem ou nac¢éo, mas que:

Teoremas sobre as razbes entre lados de tridngulos semelhantes
tinham sido conhecidos e usados pelos antigos egipcios e babildnios.
Dada a falta, no periodo pré-helénico, do conceito de medida de
angulo, um tal estudo seria melhor chamado ‘trilaterometria”, ou
medida de poligonos de trés lados (trilateros), do que “trigonometria”,
a medida de partes de um triangulo,. Com os gregos pela primeira vez
encontramos um estudo sistematico de relagbes entre angulos (ou
arcos) num circulo e os comprimentos da corda que subentendem. As
propriedades das cordas, como medidas de angulos centrais ou
inscritos em circulos, eram conhecidas dos gregos do tempo
Hipocrates, e é provavel que Eudoxa tenha usado razdes e medidas
de angulos para determinar o tamanho da Terra e as distancias
relativas do Sol e da Lua. (BOYER, 1906, p. 116).

No Egito um dos primeiros casos de estudo da trigonometria surgiu através do
Papiro Ahmes, neste papiro surgiu triangulos semelhantes, e com isso a necessidade
de calcular a razdo entre os angulos e lados dessa piramide regular. Além das
piramides em si, a sombra das piramides foram importantes para o desenvolvimento
da trigonometria, a ideia surgiu devido as sombras projetadas por uma vara vertical,

através do comprimento foram descobertas as fun¢des tangente e cotangente.

Os egipcios mediam a inclinacdo de uma face de uma pirdamide pela razdo
entre o “percurso” e a “Elevagéo” —isto €, dando o afastamento da face obliqua
da vertical para cada unidade de altura. Tomava-se como unidade vertical o
cubico e como unidade horizontal a méo, havia sete médos num cubico.
Utilizando-se essa unidade de medida, chamava-se seqt de uma piramide a
medida da inclinacéo. (EVES, 2011, p.83).
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Devido ao vinculo forte com a religido, os povos Babilbnicos admiravam a
astronomia, baseavam o cotidiano a partir de observacdes dos astros e planetas e
criaram calendarios, esses calendarios eram criados com base nas fases da lua e
estacdes do ano. Para realizar essa organizacédo do tempo é necessario usar escalas,
e por essa necessidade surgiram as unidades de medidas e a utilizacao dos triangulos
foi necesséria para as observagbes astronbmicas. Segundo (Smith 1958) hé
evidéncias do compartilhamento de informacdes da trigonometria primitiva entre os
povos babilénicos e egipcios.

“O conhecimento vem da sombra, e a sombra vem do gnémon” essa frase faz
parte de escritos antigos da literatura chinesa no segundo milénio a.C durante o
reinado de Chou-pei Suan-king esses escritos mostram que o0 conhecimento das
relacdes trigonométricas e conceitos de angulos ja eram difundidos no oriente .

Gnbmon que é citado nos textos chineses foi nome dado ao relégio do sol pelos
gregos, o gnébmon é uma vareta, ela foi usada como instrumento para observacdes
astronémicas, eles colocavam uma das pontas fincadas na terra e sua sombra formava
um angulo de 90° e o comprimento da sombra poderia ser observado em diferentes
momentos do dia (horas), a hora exata do dia através do gnémon é ao meio dia. O
relégio do sol possibilitou aos gregos de desenvolverem uma forma de dividir o ano e
as estacdes. Mol (2013) afirma que as necessidades pratica serviram de estimulo para

o desenvolvimento da matematica egipcia e que:

[...] A partir do ano 3000 a.C., inicia-se um periodo de grande desenvolvimento
da engenharia, em que a face mais visivel € a construcdo de piramides e de
outros monumentos grandiosos. A maior das piramides, a grande piramide de
Quéops, construida por volta do ano de 2550 a.C. tinha originalmente 146,6
m de altura (o0 que equivale a um prédio de 49 andares) e foi, até cerca do ano
1300 d.C., a mais alta estrutura erguida pelo homem. Sua construcao
envolveu niveis de precisdo surpreendentes, sua base é quadrada, com um
erro de 1/14000 do comprimento total, na medida do comprimento, e um erro
de 1/27000 de um angulo reto, na medida do &ngulo. No entanto, sugestdes
de que as pirAmides guardavam em suas propor¢cbes sinais de um
conhecimento matematico ainda mais avancado [...]. De todo modo, o desafio
lancado pela engenharia gerou necessidades que fizeram impulsionar o
estoque de conhecimentos matematicos da civilizagédo egipcia. ( MOL, 2013,
p. 21).

O progresso da trigonometria esta profundamente conectado a geometria. A
Grécia, neste caso tem grandes sabios, que contribuiram de forma significativa como
Thales, Pitagoras, Eratéstenes, Aristarco, Nicolau Copérnico entre outros. Dante
(2004) afirma que a geometria acompanhou o ser humano na busca pelo

conhecimento e que:
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Os gregos assumiram seu desenvolvimento. E questdes que sempre
intrigaram a humanidade, como o tamanho do raio da Terra, a distancia da
Terra a Lua ou da Terra ao Sol, ja estimadas em outras épocas por outros
sabios, passaram, a partir de entdo, a ser tratadas com o auxilio dos
conhecimentos geomeétricos. [...] Eis alguns bons exemplos de contribuicdes
da Geometria a ciéncia ao longo do tempo: O grego Aristarco de Samos (310
A.C.-230 a.C.) foi brilhante em perceber como comparar as distancias da Terra
a Lua e da Terra ao Sol usando triangulos retangulos, semelhancas de
tridngulos e proporcdes. Eratdstenes (276 a.C.-196 a.C.). Ficou conhecido por
sua versatilidade e por uma engenhosa ideia para calcular o raio da Terra,
baseado na proporcionalidade entre medida e comprimento de arcos, nos
angulos correspondentes em paralelas cortadas por transversais e na razao
entre comprimento da circunferéncia e seu didmetro. Nicolau Copérnico
(1473-1543) retomou as hipéteses heliocéntricas de Aristarco [...] e elaborou
toda uma teoria em que 0s planetas teriam 6rbitas circulares em torno do Sol,
calculando os periodos de revolucéo dos planetas e suas distancias até o Sol,
com base na proporcionalidade de arcos e semelhanca de triangulos (ja na
forma de Trigonometria). A Geometria que estudamos hoje é essencialmente
a mesma que serviu de alicerce para que o0s estudiosos do passado
conseguissem cada vez mais adquirir conhecimento e entender melhor a
natureza que nos cerca. (DANTE, 2004, p 235).

O teorema de Pitdgoras teve uma contribuicdo significativa em estudos
conectados a trigonometria. Mas segundo Boyer, as obras de Tales e Pitagoras sao

indefinidas.

N&o sobreviveu nenhuma obra de qualquer deles, nem se sabe se Tales ou
Pithdgoras jamais compuseram tal obra. O gque fizeram deve ser reconstruido
com base numa tradigdo, ndo muito digna de confianga, que se formou em
torno desses dois matematicos antigos. (BOYER, 1906, p. 34)

Vérios astrénomos que vivem na Grécia por volta de 200 a.C. interessados em
calcular a distancia entre dois pontos inacessiveis na superficie da Terra, despertou
curiosidade sobre a medicdo do raio da Terra. Mas que grande popularidade
Eratostenes de Cirene (276-194 a.C) usou a semelhanca de triangulos para alcancar
a medida mais precisa do raio da Terra nos tempos antigos, tal facanha o fez perceber
a importancia de obter uma relacdo mais sistematica entre angulos e cordas. Dante

(2014) afirma que coube ao filosofo e astronomo Eratostenes a tarefa de:

Medir a circunferéncia da Terra. Também conhecedor de Matematica,
Erastostenes usou a Trigonometria em seus célculos. Ele observou que nos
dias 20 e 21 de junho o angulo que os raios do Sol faziam com a superficie da
Terra na cidade de Siena (hoje Assud) era de 90°. Nos mesmos dias, esse
angulo era de 7° para a cidade de Alexandria. Por meio de relatos de viajantes,
Erastéstenes sabia que a distancia entre as duas cidades era de cerca de
5.000 estadios, ou 206 250 metros. Mais uma vez usando Trigonometria, ele
foi capaz de calcular a circunferéncia da Terra. Chegou ao resultado de 45000
quildbmetros. Uma precisdo razoavel, jA que o valor real é de 40076
quildmetros. (DANTE, 2004, p 25).
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Destaca-se que para fazer os escritos de Eratdstenes, o conhecimento do
conceito de perspectiva e como medi-lo conforme apresentado na figura 12 o artigo
“Sobre a medida da Terra” resume suas conclusdes, mas infelizmente esses escritos
estdo perdidos e tudo o que sabemos sobre o assunto veio registros de Ptolomeu e

Heron.

Figura 12 - Método Erat6stenes para medida da circunferéncia da Terra

Fonte: AGOSTINHO, 2014 p. 3

2.13 - RELACOES METRICAS E TRIGONOMETRICAS

Segundo Chavante (2020) define que as relacbes métricas envolvem as
medidas dos lados dos triangulos, ja as relacbes que envolvem medidas de lados e
seus angulos internos sdo chamadas de relacbes trigonométricas. Para Paranagua
(1938) O menor numero de retas, que se pode empregar para fechar espaco, é o de
trés, concorrendo duas a duas, formam trés angulos, que estdo todos no mesmo plano.

Por isso chama-se:

Tridngulo retilineo, ou triangulo simples, a figura terminada por trés linhas
retas, cada uma desta se diz lado do tridngulo. Se duas somente iguais;
chama-se tridngulo equilatero. Se todas sao iguais, chama-se triangulo
isésceles. Se todas desiguais; chama-se tridngulo escaleno. Distingue-se,
pois no tridngulo sete coisas: trés angulos, trés lados, e a area [...]. Em todo
triangulo a soma de quaisquer dois lados é maior do que o terceiro [...]. Logo
com trés retas quaisquer nem sempre se forma triangulo [...]. A soma dos
angulos de qualquer triangulo é = 180°. (Paranagua, 1838, p.32).

Do triangulo retangulo temos:
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Se a é um angulo em um triangulo retangulo conforme apresentado na figura

13, entao:

Figura 13 - Triangulo retangulo

Hipotenusa
Cateto Oposto
{1 %B
A Cateto adjacente

Fonte: Elaboracéo prépria aplicativo geogebra

No tridangulo retdngulo em A, acima, o maior lado é o segmento BC que
chamamos de hipotenusa do triangulo.

O segmento AB é adjacente ao angulo alfa, por isso damos- Ihe o0 nome de
cateto adjacente.

O segmento CA € oposto ao angulo alfa, e por isso damos-lhe o nome de cateto
oposto.

Para Giovanni (2018) o triangulo retangulo dos egipcios e a construcdo de
piramides de base quadrada € uma das aplicac6es do conhecimento geométrico dos

antigos que.

Usavam um processo pratico para obter “cantos” retos (adngulos retos). Com o
auxilio de uma corda com 12 noés, os egipcios parecem ter construido um
retdngulo particular para obter “cantos” em angulos retos. Nesse tridngulo,
cujos lados medem 3 unidades, 4 unidades e 5 unidades de comprimento, o
angulo formado pelos dois lados menores é um angulo reto.(GIOVANNI, 2018,
p.199)

De acordo com esse autor € atribuido a Pitdgoras de Samos a descoberta e
demonstracdo geral do teorema que leva seu nome. Embora esse teorema
tenha sido conhecido pelos babilénios € possivel que para essa demonstracao

Segundo Giovanni (2018) Pitagoras e seus discipulos tenha se baseado em:
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Conhecimentos geométricos dos egipcios e em mosaicos que eram vistos
com frequéncia em paredes das constru¢cdes do Egito antigo. A area do
guadrado construido sobre a hipotenusa é igual a soma das areas dos
guadrados construidos sobre os catetos. Essa descoberta estava inicialmente
restrita @ um triangulo retangulo particular: O triangulo retangulo iséscele.
Porém, estudos realizados posteriormente mostram que a relacdo métrica
descoberta era valida para todos os triangulos retangulos. Tomando, por
exemplo, o tridngulo retangulo particular dos egipcios e construindo
quadrados sobre os lados desse triangulo, podemos obter a figura ao lado,
que nos permite estabelecer uma relacéo entre as medidas dos lados desse
triangulo retdngulo escaleno. (GIOVANNI, 2018, p.200)

Esse teorema de acordo com Giovanni (2018) pode ser enunciado como “Em
todo triangulo retangulo, o quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma dos
guadrados das medidas dos catetos”. E obtemos a relagdo seguinte a2 = b2 + c2 esse
teorema possui importancia relativa para a matematica, o que torna possivel o
conhecimento de outras relacbes matematicas, ndo se sabe ao certo a data de sua

descoberta no entanto registros nos apontam que:

Data o comeco da histéria documentada da Matemética chinesa néo é f4cil.
Estimavas quanto a data de Chou Pei Suan Ching, considerado o mais antigo
dos classicos matematicos, diferem por quase mil anos. Alguns consideram
esse registro como uma obra no primeiro século de nossa era. Quase tédo
antigo essa obra, talvez o mais influente livro chinés de Matemética, foi Chui-
Chang Suan-Shu ou Nove capitulos sobre a arte matematica. Esse livro
contém 246 problemas, e maior parte deles envolve situagdes préticas. O
famoso problema do “bambu quebrado” apresentado o seguinte texto: “ Um
bambu com 1 zhang de altura partiu-se, e a parte de cima tocou o chdo a 3
chih base do bambu. Qual é altura da quebra? (Nota: 1 zhang = 1chih)” No
século Xll, o matematico hindu Bhaskara publicou 0 mesmo assim: “Se um
bambu de 32 cubitos de altura é quebrado pelo vento de modo que ponta
encontra 0 chdo a 16 cubitos da base, que altura a partir do chéo ele foi
quebrado?” (GIOVANNI, 2018, p.203)

2.14 - ANGULOS NOTAVEIS E ARCOS

Segundo Bonjorno (2014) dentre as ideias associadas a angulos, uma delas é

a de que angulo é a figura formada por duas semirretas de mesma origem conforme

apresentado na figura 14.
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Figura 14 - Angulo.

A -

ANGULO BAC

Fonte: Elaboragéo Propria adaptada de Bonjorno, 2014, p. 166.

Para esse autor ao analisamos a figura 14 podemos notar que:

As semirretas 0A e OB séo os lados, e o ponto O é o vértice do angulo. Uma
das unidades de medidas de angulo é o grau, que corresponde a cada uma
das partes de uma circunferéncia dividida em 360 partes iguais. (BONJORNO,
2014, p. 166).

Conforme apresentado na figura 15 o ciclo trigopnométrico tem 360 centimetros,

gue é dividido em 360 partes chamadas de graus:

Figura 15 - Circunferéncia

LUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE

Fonte: Bonjorno, 2020, p. 90.

Assim, de acordo com Bonjorno (2014).

Cada uma dessas 360 partes em que essa circunferéncia foi dividida mede 1
grau (1°). Assim, o angulo correspondente a uma volta completa mede 360
graus, que podemos representar assim: 360°. Como cada uma das partes em
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que a circunferéncia foi dividida mede 1 grau, considere as medidas dos
angulos de giro a seguir: (BONJORNO, 2014, p. 166).

Conforme apresentado na figural6

Figura 16 - Medidas dos angulos de giro.

g

Uma volta completa. Meia-volta. Um quarto de volta.

lustragges: Formato

Um oitavo de volta.

Fonte: Bonjorno, 2014, p. 167.

Para medir alturas de diferentes objetos, usamos razdes trigopnométricas, para
medicado de angulos de elevacéo e depressédo na resolucdo de alturas e distancias,

usamos as razfes trigopnométricas para angulos notaveis conforme apresentado no

guadro 1.
Quadro 1- Angulos Notaveis
Angulo 30° 45° 60°
Sen 1 V2 V3
2 2
Cos NE V2 1
2 2 2
Tan V3 1 V3
3
Cot V3 1 V3
3
Sec 243 2 2
3
Cossec 2 V2 23
3

Fonte: Elaboragé&o propria.
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2.15 - LEI DOS SENOS

Dentre as relacbes matematicas da trigopnometria temos a lei dos senos, relacéao
mateméatica de propor¢do para triangulos arbitrarios em um plano que permite
relacionar lados e angulos de qualquer triangulo. A lei dos senos afirma que a razao
entre o comprimento do lado de um triangulo € o seno do angulo oposto, que é o
mesmo para 0s outros trés lados, essa lei serve para encontrarmos um angulo ausente,
guando dado um angulo e dois lados, ou mesmo para encontrar um lado ausente
guando dado dois angulos e um lado.

Segundo Chavante (2020) Conforme o esquema para se determinar a medida
do lado AB do triangulo obtusangulo ABC. Podemos utilizar a lei dos senos. Que

afirma que Dado um triangulo qualquer ABC, as medidas de seus lados séo
b c

senA senB senC’

Conforme Chavante (2020) dado um triangulo qualquer, as medidas de seus

proporcionais aos senos dos angulos oposto correspondentes:

lados séo proporcionais aos senos dos angulos opostos correspondentes, apresentado

na figura 17.

Figura 17 - Lei dos senos paratriangulos obtusangulos.

CHAVANTE, 2020, p. 28

Para demonstrar a validade da lei dos senos para triangulos acutangulos,

Chavante (2020) afirma que:

Tridngulos que possuem angulos internos agudos conforme apresentado na
figura 19. E considerando o triangulo ABC e duas de suas alturas. No triangulo

BCE, temos sen B= % = EC = a . sen B No triangulo ACE, temos sen A =

%C = EC = b.sen A Comparando essas duas igualdades, tem-se: a.sen B = b
a

.senA=—2 = (CHAVANTE, 2020, p. 28).

sen B senA
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Figura 18 - Lei dos senos para tridngulos acutangulos.

CHAVANTE, 2020, p. 28

No triangulo ABD, temos:

sen B= %: AD = csen B. No triangulo ACD, temos sen (= %=> AD =
.b.sen (. Comparando essas igualdades, tem-se c.senB = b.sen( =

b c ~ a b c .
— = ~. Das relagbes | e ll, temos — = = -+, COMO gueriamos
sen B sen C

- - ) ~ sen A senB sen’(; ]
demonstrar. Também é possivel realizar a demonstracdo da lei dos senos

para triangulos obtusangulos e para triangulos retangulos. Utilizando a lei dos

. ~ ., L. d
senos para resolver a situagdo do inicio deste topico, temos: "

en 113 =
22 22.sen 67° 22.0,9205 P .

=>d = > d= ~ 46,19. Portanto, a distancia
sen 26° sen 26° 0,4384

aproximada entre as duas arvores mede 46,19 m. (CHAVANTE, 2020, p. 28).

2.16 - LEI DOS COSSENOS

A lei dos cossenos € Uutil para calcularmos os angulos de um triangulo e o
terceiro lado de um triangulo quando dois lados e seus angulos fechados séo

conhecidos. Chavante (2020) define que:

Em situac¢des que envolvem tridngulo quaisquer, em que se conhece a medida
de dois lados e a medida do angulo formado por eles, e pretende-se
determinar a medida do terceiro lado, podemos utilizar a lei dos cossenos.
Dado um tridngulo qualquer ABC, o quadrado da medida de um lado € igual a
soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados, subtraida do dobro
do produto das medidas desses dois lados pelo cosseno do angulo formado
por eles. a®> = b? + ¢* — 2bc.cos A —b?> = a* + c?2ac.cos B

c? = a* + b* — 2ab.cos C (CHAVANTE, 2020, p. 28).

Como demonstrado na figura 19

Figura 19- Medidas dos angulos de giro

Fonte: CHAVANTE, 2020, p. 29
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Vamos demonstrar a validade da lei dos cossenos para triangulos acutangulos.

Chavante (2020) Considera o triangulo ABC e uma de suas alturas. No triangulo ACD,
temos: cos A = %= b.cosA , b* = (AD)? + h?* = b* — (AD)*=> (I). Conforme

demonstrado na figura 21

Figura 20- Lei dos cossenos para tridngulos acutangulos

C
;
|
|
l
l
I

B

D

C

Fonte: CHAVANTE, 2020, p. 29
No triangulo BCD, segundo Chavante (2020) temos:

a? = h?’(BD)> > h?> = a®> - (c— AD)?> = h*=a?*—(c—b.cosA >

=>h? = a®> — (¢? = 2bc.cos A + b%) == h?> = a® — ¢* + 2bc .cosA —
b%.cos?A (I) Das relagdes | e I, temos: b%— b%.cos?A =a®?—c*+
2bc.cos A—b?.cos A = a®> = b*+c? —2bc.cosA. O mesmo argumento
utilizado para angulo A vale para os demais angulos, demonstrando que as
demais expressfes também sao validas. Também é possivel realizar a
demonstracdo da lei dos cossenos para triangulos obtuséngulos e para
tridngulos retdngulos. (CHAVANTE, 2020, p. 29).

2.17 - AREA DE UM TRIANGULO RETANGULO

A area do triangulo retangulo € o espaco ocupado dentro do triangulo retangulo.
Para Chavante (2020) toda linha poligonal fechada e simples é chamada poligono e

que:

Quando falamos determinar a &rea de uma regido poligonal, estamos levando
em consideracdo os lados do poligono e sua regido interna. O triangulo é um
poligono que possui trés lados. Provavelmente vocé ja viu em anos anteriores

, . . e ~ b.h
que area de um tridngulo pode ser obtida utilizando a expresséo A = —» em

que b representa a medida de um dos lados e h, a medida correspondente a
altura relativa a esse lado. Agora veremos uma maneira de calcular a area de
um tridngulo conhecendo a medida de dois lados e a medida do angulo
formado por eles. Dado um triangulo qualquer ABC, sua area é dada pelo
semi-produto das medidas de dois lados quaisquer pelo seno do angulo

formado por eles. A = 22:5en¢ 4 - acsen A =besend (CHAVANTE,
2020, p. 30).

2 2
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Figura 21- Célculo de area de triangulos acutangulos

A

B a C

Fonte: CHAVANTE, 2020, p. 30

Vamos demonstrar a validade dessas expressdes para triangulos acutangulos.

Considere o triangulo ABC apresentado na figura 22 e uma de suas alturas. Para

Chavante (2020) no triangulo ABD, temos sen B = %:> h.c.senB Como a area do

triangulo ABC da mesma figura pode ser determinada por meio da expresséo A = bz—'h,
g _ah_ad( senB) __acsenB
segue que: A = Sl = A=

Figura 22- Calculo de area de tridngulos acutangulos

A

hi

=

D

a
Fonte: CHAVANTE, 2020, p. 31

Para Chavante (2020) O mesmo argumento utilizado para o &ngulo B vale para

os demais angulos, as demais expressoes também sdo validas e suas demonstracoes.
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Além disso € possivel realizar a demonstragéo da &rea de um triangulo para triangulos
obtusangulos retangulos.

Do triangulo equilatero temos:

Temos seis funcbes trigonométricas para as quais a relacdo entre lados e
angulos sdo definidos, as funcbes béasicas da trigonometria sdo seno, cosseno e
tangente, com base nessas trés funcdes as outras trés fun¢des que séo cotangente,
secante e cossecante sao derivadas.

Todos o0s conceitos trigonométricos sdo baseados nessas funcbes e para
entendermos melhor a trigonometria precisamos aprender essas funcdes e suas
respectivas formulas. Dos triangulos temos as definicbes da geometria que nos diz
que:

As seis fungdes trigopnométricas sao razdes trigonométricas calculadas usando

as formulas do quadro 2.

Quadro 2 - Fungdes trigonométricas

triangulo retangulo

Funcéo Abreviacéo Relacdo com os lados de um

Funcéo Seno Sen Cateto oposto
Seno a = -
Hipotenusa
Funcéo Cosseno Cos Cateto adjacente
Cosseno a = -
Hipotenusa
Funcéo Tangente Tan Cateto oposto

Tangente a =
g Cateto adjacente

Funcao Cotangente Cot Cateto adjacente

Cotangente a =
Cateto oposto

Funcao Secante Sec Hipotenusa
Secante a = -
Cateto Adjacente

Funcao Cossecante Csc Hipotenusa
Cossecante a =
Cateto oposto

Fonte: Elaboracéo proépria.
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3. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS E ANALISE DOS DADOS

Neste capitulo apresentamos a metodologia utilizada para nossa pesquisa de
abordagem qualitativa por meio de levantamentos bibliograficos e estudo de caso. A
proposta de intervengéo foi realizada no Instituto Federal de Ciéncia e Tecnologia do
Tocantins Campus Palmas no municipio de Palmas-TO no ano de 2019 em uma turma

do curso técnico de informatica da 12 Série do Ensino Médio com 41 alunos.

Segundo Gil (2002) o estudo de caso instrumental é aquele desenvolvido com

0 propésito de:

Auxiliar no conhecimento ou redefinicho de determinado problema. O
pesquisador ndo tem interesse especifico no caso, mas reconhece que pode
ser (til para alcancgar determinados objetivos. [...] Os estudos de caso podem
ser constituidos tanto de um Unico quanto de multiplos casos. [...] Os dados
podem ser obtidos mediante analise de documentos, entrevistas, depoimentos
pessoais, observagcdo espontdnea, observacdo participante e analise de
artefatos fisicos. (GIL, 2002, p. 139-141).

Para realizagdo deste trabalho usamos o0s seguintes materiais: teodolito
profissional e caseiro, piquetes, trena, bloco para anotac¢des, marcadores, calculadoras
e canetas.

O objetivo desta pesquisa € incentivar a exploracado de recursos manipulaveis
como ferramenta auxiliadora e facilitadora do processo de ensino-aprendizagem, tanto
para professores como para alunos no ensino de trigonometria aliada aos
conhecimentos da agrimensura, a fim de que, ao construir seu préprio conhecimento
acerca do que estudam o aluno possa apresentar, explorar, usar e analisar de forma
pratica esses conhecimentos tdo necessarios a vida do ser humano e que isso
desperte interesse e possa motiva-los.

Para Lorenzato (2006) o ensino de matematica hoje, ndo pode estar limitado a
utilizagdo de quadro, livro e giz, mas que esta ligado ao conhecimento profundo do
professor e a procedimentos em que se utilize materiais manipulaveis e que promovam
a aprendizagem, e ainda que esses procedimentos auxiliam o professor a dar sentido
aos conhecimentos matematicos trabalhados na escola e a tornar as aulas mais

interessantes.
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De acordo com MUNIZ (2001) ser professor de matematica € um desafio, ja que
a matemética tem um perfil social que privilegia aqueles com recursos financeiros e

exclui parte da sociedade.

Assim, vir a ser professor desta area deve implicar na mudanca dessas
representacdes como disponibilidade e vontade de participar de um
movimento internacional de reconstrucdo da imagem do que é matematica,
como o conhecimento matematico participa da continuacéo do ser humano e
seu papel na capacitacdo e no desenvolvimento da cidadania para
participacédo efetiva de sua cultura e sua histéria. (Muniz,2001, p.13).
Inicialmente utilizou-se um questionario como instrumento para coleta de dados
com a finalidade de verificar como o contetdo de trigonometria era abordado em sala
de aula, com relacdo a primeira pergunta que verificava se os alunos ja conheciam o
teodolito antes da aula, apresentamos as respostas em forma gréfica de acordo com

o gréfico 1.

Gréfico 1 - Grafico com a pergunta se os alunos ja conheciam o
teodolito antes da aula

Vocé ja conhecia o teodolito antes

desse aula?
35

30

25

20

15

10 ~

Sim

Fonte: Elaboragéo propria

Grande parte dos alunos néo tiveram contato com o teodolito antes da atividade.
Ao apresentar esses instrumentos utilizados pelos agrimensores para calculo de
grandes alturas ou alturas inacessiveis, notamos a dificuldade dos alunos em associar
as relagbes da trigopnometria em tridngulos e as interpretacdes desses problemas que
os englobam.

Escolhemos o lugar a ser utilizado para as demarcacdes, localizado proximo a

sala de aula, instalamos o aparelho, colocando no chdo o piquete, logo apds as
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instrugcbes de manuseio, nivelamento, leitura de dados e utilizagdo desses
conhecimentos de geometria e trigonometria no triangulo retangulo, explicamos como
as relacdes sédo aplicadas na topografia, medimos a altura do aparelho, fizemos a
leitura do angulo com o teodolito profissional e com o teodolito caseiro, medimos o
topo do pavilhdo do bloco e utilizamos uma trena para medir a distancia do observador
até o prédio. As anotacdes foram feitas em um bloco para que depois o célculo da
altura total do bloco fosse calculado pelos alunos. Para realizar essas medidas
fazemos os seguintes procedimentos:

Inicialmente nos afastamos do ponto onde queriamos calcular a altura, e
medimos a distancia entre 0 ponto e nossa localizacao com fita métrica, essa distancia
€ 0 nosso cateto adjacente. Olhamos pelo orificio do canudo para enxergar o topo do
prédio, a altura corresponde ao cateto oposto. Seguramos o barbante com o peso na
posicdo onde parou e anotamos o angulo determinado pelo barbante (na posicao
horizontal, o &angulo marcado é de 90°. Procuramos na tabela de razbes
trigonométricas a tangente do seu angulo de visdo. Logo a tangente sera a razao entre
a altura do prédio, vista pelo observador e a distancia desse observador até o prédio.
Para saber a altura do prédio, devemos acrescentar a altura do observador (do chao

até seus olhos) a altura vista por ele como mostra a figura 23.

Figura 23- Aula pratica de medidas

Fonte: Elaboracao propria.
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Depois do experimento perguntamos se com a utilizagdo do material concreto
(teodolito) eles conseguiram compreender sobre o contetdo de razfes trigonométricas
e como calcular alturas inacessiveis. As respostas estdo apresentadas em forma

gréfica.

Grafico 2 - Se com a utilizacdo do material concreto (teodolito)
eles conseguiram aprender algo a mais sobre o contetdo de raz6es
trigonométricas

Com a utilizagao do material concreto teodolito
vocé conseguiu aprender algo a mais sobre o
conteudo de razées trigonométricas?

S B

Sim Nao

Fonte: Elaboracédo propria

Na terceira pergunta questionamos se eles consideravam a utilizagdo do
teodolito importante para aprender razdes trigopnométricas. Entre as respostas dos
estudantes estéo:

Um aluno respondeu que “E importante para que possamos ter mais uma
maneira de aprender este conteudo, e também ndo é bom ficarmos "presos" dentro da
sala, ja que cansa por ser uma atividade repetitiva”. Ou ainda. “Quando aprendemos
isso em matematica muitas vezes nado vimos a utilidade, com o teodolito podemos
compreender a amplitude do assunto”.

Outro aluno disse que. “E bom, pois a aula fica mais dinAmica e é importante
porque é mais facil de entender as razées trigonométricas, adorei a aula”. Outro disse

que “O teodolito é uma ferramenta util para a realizagdo de calculos trigonométricos e
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consequentemente, contribuiu para a compreensao dos mesmos. Aprender na pratica
€ animador’.

Outro afirmou que. “Sim por ser uma ferramenta que da resultados corretos,
facilitando a aprendizagem”. Outro disse que. “O teodolito facilita o estudo das razées
trigonométricas, eu achei um jeito divertido, saber certa altura de algo é importante
para outros estudos”. E ainda “Eu achei facil achar o dngulo”. Um deles disse que, “Por
meio das aulas praticas tivemos a chance de visualizar tudo, ficou melhor para
absorver o conhecimento”. Ou que “E mais facil para absorver o contetido, pois ali na

pratica nés éramos capazes de visualizar o triangulo retangulo de forma pratica”.

Figura 24 - Resposta de um estudante

o s ullzando 0 B09OM¢

trigonometricas Ul

m—

Fonte: Elaboracgéo propria.

Como aluna obtive as primeiras experiéncias na area da matematica no curso
de Agrimensura do IFTO campus Palmas, comecando com calculos basicos
aprendidos no ensino médio mesmo, de inicio estudamos sobre geometria, as relacdes
no triangulo retangulo como seno, cosseno, tangente, grau, radiano entre outros,
durante quatro moédulos, experimentamos como encontrar os calculos manualmente e
como esses conhecimentos podem ser usados na agrimensura, que os calculos
matematicos podem ser feitos mesmo se o profissional se ache sem alguma
ferramenta de trabalho como por exemplo os softwares que um agrimensor usa.

Recebemos instru¢des de como sao feitos os calculos para descobrir a altura
inacessivel de alguns lugares através da aplicacdo da matematica através de calculos

topograficos, como encontrar o grau, o segundo e 0s minutos manualmente. Depois
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dessa etapa aprendemos a utilizar calculadora cientifica, que € uma ferramenta
fundamental para um topdgrafo, cada etapa ou modulo nesse curso é essencial para
complemento das seguintes, essa experiéncia teve grande importancia para minha
entrada no curso de licenciatura em matematica e ajudou a ter entendimento mais
aprofundado dessas rela¢cdes da geometria e como elas sao importantes no nosso dia

a dia.

Freudenthal (1973) destaca que o estudo da geometria se constitui em uma das
melhores oportunidades para matematizar a realidade e porque esta esta presente no
ambiente natural em que vivemos nas obras arquitetbnicas, nas pinturas, etc. Para
Scheffer (2006), a Geometria € um campo fértil para um ensino baseado na exploracao
e na investigacao, atividades que para além da simples memorizacédo de férmulas e
técnicas de resolucdo de problemas, contribuem para uma maior compreenséo de

fatos e relagbes. Um conhecimento basico de Geometria para Oshima (2010) é:

Fundamental ndo s6 para os alunos interagirem adequadamente com o seu
meio, como também para se iniciarem num estudo mais formal deste
contetdo. E importante que esse conhecimento basico - que compreende
conceitos, propriedades e relacdes simples de Geometria - seja apresentado
a partir de atividades experimentais e indutivas, que possibilitam a percepcao
espacial, a descoberta e a visualizacdo. (OSHIMA, 2010, p.2 Apud Lorenzato,
2006).

Apresentamos um exemplo de medic&o para uma altura desconhecida de um
poste, e descrevemos esse experimento a seguir, utilizamos um aparelho celular para
descobrirmos o angulo, por meio do aplicativo disponivel em plataformas digitais
gratuitas chamado Angle Meter e uma trena, e seguindo os procedimentos corretos
gualquer pessoa podera calcular uma altura desconhecida.

Procedimentos:

1. Medir a altura do observador, que neste caso foi medida a partir da altura
dos olhos do observador, para determinacdes de medidas verticais;

2. Fazemos a leitura do angulo com uso do aparelho celular;

3. Medimos a distancia do observador a base do objeto (poste) que
desejamos Calcular altura,

4. Usando a tangente do angulo encontrado podemos determinar a altura.

Apresentamos na figura 25 o procedimento sendo realizado, e como podemos

usar os instrumentos para obter essas medidas.
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Figura 24- Exemplo pratico

Fonte: Elaboragéo propria.

Ao realizar essa pratica fizemos a medi¢do de um poste para descobrirmos sua
altura, no primeiro passo posicionamos o celular colocando na posi¢cdo de angulo
horizontal, e fizemos o apontamento olhando pelo canudo até um dos pontos, Assim a
distancia de observacdo até o poste encontrado foi de 24,57 metros, o angulo de
elevacdo foi de 15° e a altura do observador até os olhos foi de 1,68 metros, logo

podemos fazer os calculos usando a tangente do angulo encontrado, e aplicar a

~ co
relacdo. tang x = o

Para descobrimos a altura, depois disso, devemos somar a altura encontrada a
altura do observador, e assim, achamos a altura que pretendemos encontrar.
Conforme apresentado na figura 28.

. co
tang 15° = 2457

co
tang 15° = 3457 = co =~ 6,58

h=x+a= h=658+168=826m
A utilizagao da Agrimensura pode facilitar o entendimento de mapas usados
para a construcao e localizacao de varios tipos de obras e lugares, a topografia exerce
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o papel de ensinar a calcular angulos e distancias.

Na construcdo é usada para calcular medicdo de campos, lotes e areas, fazer
paredes paralelas e perpendiculares, colocacéo de ladrilhos de ceramica, inclinacéo
de telhado, altura do edificio, comprimento e largura dentre outros. Na arquitetura é
utilizada para calcular a carga estrutural, as inclinagées do telhado, as superficies do
solo e muitos outros aspectos, incluindo o sombreamento do sol e os angulos de luz.
Na aviacao é utilizada para decidir o caminho de um avido da decolagem até o pouso,
precisar a velocidade, distancia, direcdo, juntamente com a velocidade e a direcdo do
vento.

Na fisica € usada para encontrar os componentes de vetores, modelar a
mecanica das ondas (fisicas e eletromagnéticas) e oscilacdes, somar forcas a dos
campos e usar produtos pontuais e cruzados. Na oceanografia para calcular alturas de
ondas e marés nos oceanos. Na navegacao € usada para definir dire¢des como norte,
sudeste, oeste, informa que decisdo tomar com a bussola para chegar a uma direcédo
reta.

Nas investigacdes criminais, as funcbes trigopnométricas sdo usadas para
calcular a trajetéria de um projétil, estimar causas de acidentes de carro, usada para
identificar como um objeto cai ou em que angulo uma arma foi disparada. No
desenvolvimento de jogos a trigonometria € a base vetorial para construcdo de
videogames, onde se precisam criar movimentos a partir da trigonometria usando
conhecimentos de seno, cosseno e tangente entre outros. Na geografia € usada na
criagdo de mapas.

Na agrimensura é usada para no calculo de limites que definem propriedades,
construcdo de estradas, habitacéo, escolas e estruturas comerciais, torres de telefonia
celular, linha de fibra o6tica, fazendas de painéis solares, gasodutos, exploracdo de
petréleo e gas, barragens, trilhos, pontes e mineracao.

A trigonometria é usada em sistemas de radar para calcular a direcdo e a
velocidade de objetos em movimento. No sistema de navegacdo por satélite, na
astronomia, imagens médicas, eletrdnica, engenharia civil, engenharia mecanica, no
desenvolvimento de musica por computador, teoria dos numeros de quimica e
engenharia elétrica.

Se soubermos a distancia de onde se observa um edificio e o angulo de
elevacdo, poderemos usar trigonometria para medir a altura de um edificio ou

montanhas. Da mesma forma, se tivermos o valor de um lado e o angulo de depressao
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do topo de um edificio, poderemos encontrar o outro lado do triangulo, tudo que
precisamos saber para encontrar essas medidas € um lado e um angulo do triangulo.

A topografia tem importancia em varias obras de engenharia civil, como o
estabelecimento de linhas de fronteiras, pontos de controle, mapeamento hidrografico,
construcéo civil, urbanismo, geologia, oceanografia, mapeamento de relevo, medi¢cbes
de propriedade, e esta diretamente ligada a conhecimentos matematicos de geometria
e trigonometria como area, perimetro, altitude, variacdo do relevo, orientacdo, entre
outros, como forma adequada, do aluno apreciar o aprendizado e tornar 0s objetos de

conhecimentos mais simples e interessantes.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

A partir das aulas praticas foi possivel observar a importancia da utilizacao
do teodolito para resolucdo de problemas reais e a entrega e participacdo da turma
nas atividades propostas. Dar ao aluno a oportunidade de investigar, manipular e
pensar até obter suas conclusdes tem relevancia nesse processo, pois o aluno sente
que tém capacidade de aprender por ele mesmo e assim se torna pensante e
produtivo, diversos aspectos sédo considerados no processo de ensino-aprendizagem,
no entanto o processo em que 0 aluno consiga se inserir, participar ativamente e
contextualizar exemplos praticos do seu cotidiano gera observacdes que enriquecem
o trabalho do professor e nos leva a discutir e aprimorar a maneira de apresentar a
trigonometria aos alunos.

A utilizagdo do teodolito foi fundamental para elevar o entusiasmo dos
alunos referente ao contetudo de trigonometria, e desafid-los nesse novo modelo de
ensino onde o professor ndo é o Unico responsavel em transmitir conhecimento,
despertando interesse, contribuindo para que os alunos se tornassem protagonistas
de sua aprendizagem ao deduzirem, estimarem, analisarem, comprovarem,
calcularem suas anotacfes com facilidade.

Concluimos que a experiéncia foi satisfatéria e que os alunos ficaram
entusiasmados, pois a aula saiu da forma tradicional, tivemos grande aceitacdo da
turma com relacdo a utilizacdo desse material, e da aplicacdo da atividade. Como
sugestdo para uma préxima experiéncia, sugerimos que 0S materiais sejam
confeccionados junto com os alunos, pois isso seria de grande aprendizado e facilitaria
0 processo de ensino-aprendizagem. Assim o ensino de trigonometria, seus problemas
principalmente os voltados para medidas de alturas inacessiveis se tornou uma
atividade de contribuicéo, pois sua pratica foi significativa na sala de aula.

Ao usarmos abordagens criativas em sala de aula como: conversarmos sobre
matematica, realizarmos atividades praticas, jogos, trabalho em equipe, entre outras
estratégias, poderemos envolvé-los e leva-los a compreender de forma interessante
promovendo 0 pensamento critico e conectando a matematica a outras areas de
aprendizagem, quando alunos tém a oportunidade de escolherem como aprendem e
demonstrarem como aprenderam um conceito, sua adesao e motivacdo aumentarao,

e a medida gue mostrarem como aprenderam, professores poderdo acompanhar sua



a7

compreensao e descobrirdo onde precisam de suporte adicional ou outra assisténcia,
ou mesmo adaptardo suas aulas de acordo com a necessidade da turma, assim 0s
alunos terdo facilidade na aprendizagem e atribuirdo significado ao que estdo

estudando.
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