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Resumo

Neste trabalho foi realizado uma pesquisa basica sobre a Teoria de Grupos de forma
histérica, ou seja, buscamos mostrar como surgiu a Teoria de Grupos, sua defini¢cdo, suas
propriedades e os estudiosos que contribuiram para a sua definicao. O objetivo principal
deste trabalho é mostrar que é possivel apresentar a Teoria de Grupos aos alunos da
Licenciatura em Matemadtica, de tal forma que eles a associem com as propriedades
estudadas na Educagao Basica. A metodologia utilizada foi a pesquisa exploratéria, isto €,
foi tentada ampliar a compreensao de um assunto ja conhecido. Inicialmente foi apresentada
a defini¢ao formal de grupo e suas principais propriedades, e uma breve reflexao sobre os
alunos de Licenciatura em Matematica, que ao estudarem a teoria de grupos possuem
dificuldades de associa-la as propriedades de grupo, previamente estudadas no Ensino
Baésico. Na sequéncia foram abordados alguns grupos, nos quais no qual nos referimos ao
longo deste trabalho como grupos importantes. Sobre as propriedades de grupo estudadas
no Ensino Basico, preocupou-se em esclarecer que as propriedades de grupo, e até mesmo
alguns grupos, nao sao uma novidade para o estudante de Licenciatura em Matematica e,
também, relacionar as propriedades de grupo estudadas no Ensino Superior com exemplos
apresentados comumente em livros de Matematica da Educacao Basica. Desse modo,
apesar de a linguagem dos livros de Ensino Superior nao abordarem a Teoria de Grupos
de modo que os alunos consigam fazer associagoes com o que ja estudaram no Ensino
Basico, concluimos que é possivel resgatar o aprendizado das propriedades de grupo ja

conhecidas pelos alunos.

Palavras-chave: Algebra. Teoria de Grupos. Ensino de Matemética.



Abstract

In this work, a study was carried out on group theory in a historical way, that is, we
sought to show how group theory emerged, its definition, its properties and who were its
main scholars. The main objective of this work is to show that it is possible to present
group theory to Mathematics degree students, in such a way that they associate it with
the properties already studied in basic education. The methodology used was exploratory
research, that is, an attempt was made to broaden the understanding of an already known
subject. Initially, the formal definition of a group and its main properties were presented,
and a brief reflection on Mathematics degree students who, when studying group theory,
have difficulties associating it with group properties, previously studied in basic education.
In the sequence, some groups were approached, which we refer to throughout this work as
important groups. About the group properties studied in basic education, he was concerned
to clarify that group properties, and even some groups, are not new for the undergraduate
student in mathematics and, also, to relate the group properties studied in teaching higher
education with examples contained in basic education mathematics books. Thus, despite
the language of higher education books not addressing group theory so that students can
make associations with what they have already studied in basic education, we conclude

that it is possible to rescue the learning of group properties already known by students.

Keywords: Algebra. Group Theory. Mathematics teaching.
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1 Introducao

Compreender um novo assunto na Matematica muitas vezes nao é uma tarefa
facil. Entender diversas propriedades, lemas, corolarios e teoremas, resolver questoes por
meio de demonstracao usando todos esses recursos pode ser muito trabalhoso e até mesmo
confuso. Muitas vezes, o assunto que estudamos na Graduacao e todas essas propriedades,
nao sao novidades. A novidade é a forma na qual se apresentam nos livros. Sdo com essas
questoes que este trabalho se preocupa, em especial, mostrar que as propriedades da Teoria
de Grupos, e até mesmo um Grupo, sao conteidos conhecidos de forma implicita por

estudantes, até mesmo, do Ensino Basico.

A Teoria de Grupos tem estado presente no cotidiano das pessoas, de diversas
formas possiveis, desde a Tecnologia a Arte, como, por exemplo, nas sequéncias numéricas
de cartao de crédito e, até mesmo, em simetrias presentes em uma obra de arte. Nunca foi
tao facil associar e aplicar defini¢bes que ja foram muito complexas ao nosso dia a dia.
Atualmente na Matematica um grupo é definido como um conjunto nao vazio, munido de
determinadas operacoes e também precisa ter algumas propriedades. Em Algebra Moderna
os autores lezzi e Domingues (2003, p.138) definem grupo da seguinte maneira: Seja G é

um conjunto nao vazio e munido de uma operagao:

x: GxG—3d

(a,b) — axb

em que o simbolo * indica a operagao sobre G. Somente essa operacao nao ¢ suficiente
para que o conjunto seja um grupo. Ele necessita de trés propriedades: associatividade,
existéncia de elemento neutro, elemento simétrico para cada elemento do conjunto. Esses
elementos (condigbes) que hoje sdo bem descritos ao definirmos o que é um grupo, foi
a causa da nao aceitagao da primeira definicao formal de grupo, a qual discutiremos no

desenvolver deste trabalho.

Encontramos facilmente a definicio de grupo em varios livros de Algebra, mas a
Teoria de Grupos, para estar definida como encontramos hoje, passou por diversos estudos,
discussoes e demonstracoes realizadas por grandes matematicos ao longo da Historia. De
acordo com Soares (2019, p.32) o italiano Scipione del Ferro (1456-1526) juntamente com
outros matematicos iniciaram estudos na tentativa de resolver equagoes algébricas do
terceiro e quarto graus, o que nao era tarefa facil, devido ao fato de que, naquela época,
nao era aceitavel a existéncia nimero negativo, e muito menos imaginario. Segundo Milies
(2018), foi essencial, para se resolver uma equagio a inclusdo do conceito de nimeros

complexos.
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Muitos outros matematicos além de Del Ferro, Galois e Lagrange contribuiram
para o desenvolvimento da Teoria de Grupos, para que hoje tivéssemos a compreensao que
Grupo é um sofisticado mecanismo de organizacao que estuda muitas partes da Matematica
e podem ir além da Algebra. Um exemplo disso sdo os grupos chamados Diedrais que

retrata a simetria geométrica de certas figuras.

Os grupos diedrais estao visivelmente por toda parte do cotidiano. No Ensino
Basico, é comum, em gincanas de Matematica, os alunos serem desafiados a montar um
cubo de Rubik, que é popularmente conhecido como cubo méagico. Se os alunos olharem
com atengao, perceberao que o cubo é um poliedro com seis faces iguais, todos os seus lados
sao formados por quadrados, de modo que, tragando uma reta imaginaria em um dos lados,
obtemos uma simetria perfeita. Essas simetrias podem estar presentes no transito. Por
exemplo, se olharmos as placas de transito com atencao podemos compreender algumas

rotacoes.

Quanto mais conhecemos as propriedades e caracteristicas da Teoria de Grupos,
mais conseguimos perceber que estamos rodeados por elas, o que de certa forma é um
privilégio para poucos. Afinal, somente no Ensino Superior estudamos grupos, ou melhor,

estudamos de forma explicita esse assunto.

No Curso de Licenciatura em Matemaética percebe-se que, de forma geral, o
estudante nao consegue associar as propriedades de grupo as propriedade matematicas
estudadas na sua Educacao Baésica, e isso, provavelmente, se d4 pela linguagem em que essas
propriedades foram apresentadas, tanto na Educacao Basica quanto no ensino superior.
Nesse sentido, a questao norteadora deste trabalho é: existiria uma maneira de abordar
esse assunto no Ensino Superior, de tal forma que os alunos recordem essas propriedades,

jé estudadas nos Ensino Fundamental e Médio, facilitando seu entendimento sobre grupo?

A Teoria de Grupos é um ramo da Algebra pouco conhecido entre estudantes
do Ensino Bésico, porém o estudo dos grupos surgiu por meio de investigagoes sobre
equagoes polinomiais, assunto esse que é bem comum entre os estudantes do Ensino
Fundamental IT e Ensino Médio. Porém, como afirma Soares (2019, p.90), embora os cursos
de Licenciatura em Matematica preparem os professores para o exercicio do magistério nos
Ensinos Fundamental e Médio, em geral, nenhum dos planos de ensino das disciplinas de
Algebra, que lidam com a Teoria de Grupos, explicita qualquer relacao entre a disciplina
da licenciatura e a pratica do futuro professor de Matematica na Escola Basica. No Ensino
Basico as propriedades de grupo: associatividade, elemento neutro, elemento simétrico
e/ou comutatividade, geralmente sdo abordadas de forma independente para darem sentido
ao conteudo ao qual elas estao associadas no momento. Dificilmente essas propriedades
sao abordadas em conjunto, como no Ensino Superior. No estudo de figuras espaciais, por
exemplo, segundo Grimm (2016, p.30) o quadrado é uma figura cujas suas transformagoes

espaciais (simetrias) podem ocorrer tanto no plano como no espago e, em geral, ao ensinar



14

esse contetido o professor se atém apenas com as simetrias sem qualquer menc¢ao a Teoria

de Grupos.

Outra situacao que pode ocorrer é que a palavra “simetria” muitas vezes nao é
citada ao abordar esse contetido, devido ao fato de que o objetivo daquela aula é mostrar
a figura no plano e no espaco, falar sobre suas caracteristicas. O professor usa de recursos
lidicos desde a construcao dessa figura por meio de planificagdo, ou mostra isso aos alunos
com recursos de tecnologia, porém o conceito de simetria e das propriedades envolvidas

ficam implicitos.

Dessa forma, o objetivo deste trabalho ¢ mostrar que é possivel uma abordagem,
de tal forma, que os alunos recordem as propriedades estudadas na Educacao Bésica, ao

estudar as propriedades de grupo na Licenciatura em Matematica.

O presente trabalho estd dividido em capitulos e segoes, seguido das considera-
¢oes finais. Inicialmente, no Capitulo 1, procuramos apresentar ao leitor como a Teoria
de Grupos é definida atualmente e sua presenca no cotidiano. No Capitulo 2 mostramos
a origem e o surgimento da Teoria de Grupos, de modo que o leitor compreenda melhor
esse tema, e na sequéncia algumas se¢oes mencionando alguns grupos especificos, os quais
nomeamos de Grupos Importantes. No Capitulo 3, e altimo deste trabalho, explanamos
como a Teoria de Grupos esta presente na Educagao Béasica associando os grupos citados no
capitulo anterior a contetidos da segunda fase do Ensino Bésico. Por fim, nas consideragoes
finais, discutimos sobre a motivacao deste trabalho: é possivel exibir uma maneira de
abordar este assunto no e Ensino superior, de tal forma que os alunos recordem e/ou o

associem as propriedades e exemplos, ja estudados no Ensino Fundamental?
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2 Fundamentacao Teodrica

Em 1786 parte da comunidade matematica da época estava envolvida no estudo
sobre reducao de equagoes polinomiais. O fisico italiano Paolo-Ruffini (1765-1822) foi
duramente criticado por suas publicacoes, que envolviam a equacao algébrica de quinto
grau. Nesse trabalho chamado Teoria Generale delle equazioni, Ruffini apresentou uma
série de comentarios sobre a impossibilidade de equagoes do quinto grau ou grau mais alto

serem resolvidas por radicais.

Apesar das muitas criticas, a abordagem de Ruffini chama atencao, pois, antes
mesmo do termo “grupo” ser definido, de acordo com Boyer (1996), Ruffini usava em seus
textos a palavra “permutacao”, de modo que, mais tarde, descobriu-se que a permutacao

que Ruffini descrevia correspondia ao que conhecemos hoje como grupo.

Os estudos de Ruffini e do matematico Niels Henrik Abel (1802-1829) relaci-
onados a equagoes polinomiais eram lidos como romance pelo arrogante jovem francés
Evariste Galois (1811-1832) na prisdo, além de arrogante os relatérios escolares descreviam
Evariste Galois como singular, bizarro, estranho e fechado. Essa personalidade se deu
pelo ceticismo da mae e pela tragédia de suicidio do seu pai. Galois revoltado por essas
muitas questoes da sua vida particular, ndo entrou para a melhor universidade da franca a
Ecole Polytechnique, porque o examinador nio gostou da sua postura durante a entrevista.
Concentrando-se nisso o génio matematico foi rejeitado pela universidade. Por ter um
perfil desafiador, Galois foi expulso da escola e se juntou a Artilharia da Guarda Nacional,
um ramo republicano da milicia. Em 31 de dezembro de 1830, a Artilharia da Guarda
Nacional foi abolida por decreto real, uma vez que o novo Rei Louis-Phillipe sentiu que

€ra uma ammeaca ao trono.

Galois, por diversas vezes escreveu trabalhos e tentou entrar na academia
matematica, porém seu perfil arrogante e desafiador era muito conhecido, ao ponto de
Sophie Germain escrever uma carta a um amigo preocupada com a situacdo de Galois,
temendo que ele enlouquecesse. Em 1930, durante sua passagem pela Artilharia da Guarda

Nacional Galois ameagou o rei Louis-Philipe o que contribuiu para sua prisao.

Na prisao, Galois descreveu varias memorias e anotagoes de estudos, que nao
eram muito claras. Ele foi o primeiro a usar o termo “grupo” e esses escritos futuramente
foram publicados em Paris. E os matematicos que possuiram esse material, dispuseram do
trabalho de entender como Galois pensava para dar continuidade aos escritos de forma
detalhada. Nessas anotagoes, mesmo que de uma forma muito técnica, ele dividiu os grupos
em simples e compostos e em suas observagoes comentou que nao existe nenhum grupo

simples de qualquer ordem composta menor que 60.
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A vida na prisao nao foi nada facil para Galois. Sua companhia eram os textos
matematicos, e mesmo os tendo como uma distragdo por muitas vezes tentou se suicidar.
Em margo de 1932 uma epidemia de colera afetou Paris e os prisioneiros incluindo Galois
foram transferidos de prisao. Ao receber tratamento médico Galois se apaixonou pela filha

do médico residente Stephanie-Felice du Motel.

Em abril do mesmo ano saiu da prisao. Nao se sabe ao certo o motivo da morte
de Galois, pode ter sido por seu temperamento e desafeto politico pelo rei ou mesmo
por uma questio amorosa envolvendo Stephanie-Felice du Motel, de modo que Evariste
participou de um duelo para desposar de Stephanie. Na noite anterior ao duelo, segundo
O’Connor e Robertson (1996) Evariste Galois escreveu todos seus estudos, anotacoes e
demonstragoes e resultados que envolviam outros temas além de grupos, uma espécie de

testamento cientifico no qual ele confiou a Auguste Chevalier.

Apds a morte precoce de Galois em maio e 1932, Chevalier e o irmao de Galois
fizeram coépias dos seus trabalhos e as enviaram a Gauss, Jacobi e outros matemaéticos
na esperanca de que eles realizassem algum comentério sobre a obra de Galois, algo que
era um desejo pessoal dele. Nao ha qualquer registro, na Histéria da Matematica, de que

Gauss, Jacobi ou outro matematico comentaram a obra de Galois.

Néo era por acaso que Evariste Galois tinha o desejo que Gauss e Jacobi
comentassem sobre seu trabalho. Na época muitos matematicos se envolveram no estudo
da Teoria de Grupos, dentre eles Felix Klein (1849-1925) e Arthur Cayley (1821-1895)
duas figuras muito importantes para a divulgagao do tema. Arthur Cayley foi responsavel
por escrever a primeira definicao formal de grupo. Essa definicao chamou atencao dos

estudiosos do tema, mas pelo motivo de algumas “lacunas” que estavam faltando.

Felix Klein foi o responséavel por apontar essas lacunas na definicao de Cayley,
que era a seguinte: “Um grupo é definido por meio de leis que combinam seus elementos”.
A essa definicdo em nenhum momento Arthur Cayley teceu comentarios explicando quais
leis combinavam elementos, e nem que elementos eram esses. Ao apontar essas lacunas,
Felix Klein, que era um admirador da Geometria Analitica voltou sua atengdo para esse
ramo da algebra, reunindo grandes nomes da comunidade matematica da época para o
debate e discussao sobre a Teoria de Grupos. Os escritos de Lagrange sobre grupos os

entusiasmou ainda mais para continuar pesquisando e estudando esse tema.

Atualmente, sabe-se que a Teoria de grupos é bastante utilizada, como pode
ser visto, por exemplo, em formatos, permutacoes e variagoes do cubo de Rubik. Porém,
essas aplicagoes sao pouco exploradas e/ou apresentadas ao ensinar a teoria. Além disso,
desconhecemos trabalhos que relacionem a Teoria de Grupos a Matemética ensinada no
Ensino Basico, embora os cursos de Licenciatura em Matematica preparem professores

para esse nivel de ensino.



17

Como citado anteriormente, podemos perceber que esse ramo da matematica
esta presente no cotidiano, sendo que, dentre todos os grupos o mais perceptivel sao
os grupos diedrais, também conhecidos como grupos de simetrias. Para Vieira (2011, p.
33),“Simetria é um conceito bastante intuitivo para todos. De fato, ela esta relacionado até
com o conceito de beleza, ou seja, que algo é considerado belo se ele é, em geral, bastante

simétrico.”

Contudo, embora a Teoria de Grupos esteja presente em toda Mateméatica,
desde a Educagao Basica até as disciplinas do Curso de Licenciatura em Matematica,
também, nas artes ou no transito, enfim, no nosso cotidiano, muitas vezes ela passa
despercebida por estudantes e docentes que conhecem a Teoria de Grupos. Nesse sentido,
este trabalho vem tentar evidenciar e/ou relacionar as propriedades de grupos, apresentadas

na Graduacao, com as suas propriedades matematicas estudadas na Educacao Bésica.

2.1  Grupos

Nesta se¢do, serao apresentadas a definicdo de grupo e suas principais proprie-
dades, da maneira em que, normalmente, sao abordadas nos cursos de Licenciatura em

Matemaéatica.

Definicao 1 Seja G um conjunto ndao vazio onde estd definido uma operagdo entre seus

pares, denotada e dada por,

x:GxG — G

(z,y) — xxy

(2.1)

Diz-se que o par (G,*) é um grupo se sao vdlidas as sequintes propriedades:

i) Associatividade: (a x b) x ¢ = a x (b * ¢), para quaisquer que sejam a, b, c € G.

ii) Existéncia de elemento neutro: Existe um elemento neutro e € G, tal que

axe=ex*a= a, para qualquer que seja a € G.
iii) Existéncia de simétricos: Para todo a € G existe um elemento o’ € G, tal que,
a*xa=axa=e.
Observacao 1

i) Se no grupo houver comutatividade, ou seja, a b= bx*a, esse grupo serd chamado de
comutativo ou grupo abeliano (referéncia ao matemdatico noruequés Niels H. Abel

(1802-1829)).

it) Outra maneira de nos referirmos a um grupo (G,*) € dizer que G tem uma estrutura de

grupo em relacao a operagao .
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2.1.1 Propriedades

Na teoria de grupos, as operagoes desfrutam de cinco propriedades basicas.

Seja G um grupo e a,bece G :

1) O elemento neutro é tinico.
Suponhamos que € e €’ sejam elementos neutros de G, isto é, axe = €'xa = a, Va € G.
Logo,
e = exe (pois € é elemento neutro de G)

= ¢ (pois e é elemento neutro de G)

2) O elemento inverso ¢ tnico.

Suponhamos que a' e a” sejam inversos de a € G, isto é, axa’ = d' xa = e e

axa’ =a"+a=e, onde e é um elemento neutro de G. Logo:

a// — e % a//

= (d'*a)*ad"
= dx*(axd")
= d=xe

/
= a.

Dessa forma, a” = a' e, portanto, o elemento inverso de a € G é nico.

3) A equagdo a * z = b admite uma tnica solu¢io em G, a saber, x = a~! * b, sendo

al=d.

1

axr=b=a ' axx=a'xb=x=a'xb.

4) Se G éum grupo, entao (axb)’ = b'xa’. Notamos que basta mostrar que (axb)*(V'xa’) =
e. Assim,
(axb)x(b'xad) = ax(bxb)xd
= axexad
/

= ax*xa

= €

5) Lei do cancelamento.

Sea*xb=ax*xc, entdo b = couse b*xa = cx*a, b = c. De fato, admitindo que

a * b = a * ¢ e multiplicando a igualdade por @, temos:

a' x(axb)=a *(axc)
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(@' xa)«b=(a'xa)xc
exb=ex*xc

Portanto, concluimos que b = c.

2.2 Grupos Importantes

Nesta secao serao citados alguns grupos importantes de acordo com lezzi
e Domingues (2003), para o desenvolvimento deste trabalho, grupos estes que serdo
trabalhados no Capitulo 3, no qual mostraremos que tais grupos estao presentes, em

alguns, contetidos de Matematica trabalhados no Ensino Bésico.

2.2.1 Grupo aditivo dos inteiros Z (comutativo)

Considere o conjunto dos ntimeros inteiros Z com a operacao usual de adi¢ao
(4), isto é,
+:ZX7Z — 7
(2.2)
(z,y) = x+y

Pode-se provar que (Z,+) é um grupo.

No conjunto dos niimeros inteiros, a adi¢do usual é uma operagdo importante,
com isso as propriedades comuns nesse conjunto sao associativa e comutativa, além de que
h& um elemento neutro para essa operagao (nimero 0) e um elemento oposto —a , em que

—a € 7.

2.2.2  Grupo aditivo dos racionais Q (comutativo)

Considere o conjunto dos nimeros racionais Q com a operagao usual de adicao
(+), isto é,
+: X —
QxQ — Q 23)
(z,y) — x+y

Pode-se provar que (Q,+) é um grupo.

Usualmente no conjunto dos nimeros racionais Q, as mesmas propriedades que

valem para o grupo aditivo dos niimeros inteiros valem para este grupo.

2.2.3  Grupo aditivo dos Reais R (comutativo)
No conjunto dos niimeros reais R, utilizando a adi¢ao usual, sao validas as

propriedades associativa, comutativa, existéncias de elemento neutro e elemento simétrico.

+:RxR — R

(z,y) = z+y 24

Pode-se provar que (R, +) é um grupo, com operagao usual de adigao.
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2.2.4  Grupo multiplicativo dos racionais Q (comutativo)

Seja o conjunto dos nimeros racionais nao nulos representados por Q*. O
. . N e . .
conjunto Q* sera fechado em relagao a multiplicacao, o que isso quer dizer que o produto

de dois niimeros racionais nao nulos sempre sera um nimero racional nao nulo.

a c
Seja o produto dos nimeros racionais 5 € g emque b#0ed#0.

ac

¢
d bd

[l RS

Como a e ¢ nao sao nulos, essa divisao jamais sera zero. Portanto, fica provado
que a multiplicacao é fechada em Q*. Além disso, podemos perceber que a multiplicagao
usual é associativa, 1 é o elemento neutro da multiplicacao e que para todo a € Q*, a # 0,

existe o seu elemento simétrico que é a’; @’ pode ser denotado por a~!

2.2.5 Grupo multiplicativo dos reais R (comutativo)

O sistema formado por Rx e a multiplicagdo usual sobre esse conjunto. O

motivo é o mesmo do item anterior.

2.2.6  Grupo de simetrias do triangulo equilatero

De acordo com Iezzi e Domingues (2003, p.149) um tridngulo equilatero T' é
simétrico quando existe uma aplicagao bijetora (injetora e também sobrejetora) f: T +— T
que preserva distancias. Se existem dois pontos a e b arbitrario do tridngulo entao a

distancia de f(a) a f(b) é igual a distancia de a a b.

2.2.7 Grupo de simetrias do quadrado

Segundo Iezzi e Domingues (2003, p.150) denomina-se simetria em um quadrado
() uma aplicagao bijetora f : @) — ) que preserva distancias. Quando falamos sobre
preservar as distancias significa que se a e b sdo pontos arbitrarios, entao a distancia de

f(a) & f(b) é igual a distancia de a a b tal como no caso do tridngulo.

2.2.8 Grupo Ciclico

Definicao 2 Seja G um grupo multiplicativo. Se a € G e m é um numero inteiro a
poténcia m — ésima de a, ou poténcia de a de expoente m € o elemento de G denotado

por a™ e definido da sequinte maneira:

e Sem >0, por recorréncia da sequinte forma:

a® = e(elemento neutro de G)
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m m=lg, sem > 1.

e Sem <0 entdo: a™ = (a=™)7L.

A defini¢cdo por recorréncia no caso m > 0 deve ser interpretada da sequinte

maneira:

a® = e(elemento neutro de G)

m m

a” =am ta, sem > 1.

Se m < 0 entdo: a™ = (a=™) 1.

Como consequéncia imediata dessa definicao, temos que, para todo inteiro m vale €™ = e.

Neste capitulo podemos constatar a linguagem e a forma com as quais a Teoria
de Grupos é apresentada aos estudantes do Ensino Superior, o que pode muitas vezes
dificultar que os estudantes percebam que o assunto a ser estudado nao é um contetudo
novo. Sao diversas propriedades que ele ja conhece, porém estao agrupadas e demonstradas
algebricamente, e, ao analisar proximo capitulo podemos comparar e constatar que nao é a
maneira usual (para o aluno) a forma com que esses assuntos sao apresentados no Ensino

Basico.
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3 As propriedades de grupos estudadas no ensino basico

O objetivo deste capitulo é mostrar que os grupos apresentados no capitulo
anterior, assim como suas propriedades, estao presentes na Matematica trabalhada no
Ensino Basico. Dessa forma, tomou-se como parametro para exemplificar tais fatos a
colecao de livros didaticos utilizada na rede piblica de ensino Praticando Matematica,
de Alvaro Andrini e Maria José Vasconcellos (ANDRINI; VASCONCELLOS, 2015a;
ANDRINI; VASCONCELLOS, 2015b; ANDRINI; VASCONCELLOS, 2015¢; ANDRINI,
VASCONCELLOS, 2015d), uma vez que as fases da Educagido Bésica no Brasil sao
norteadas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Logo, os livros dessa fase tém
os mesmos contetdos, ou melhor, devem apresentar as mesmas habilidades e competéncias

e, portanto, o que muda ¢é apenas a abordagem do autor.

3.0.1 Operagdes com nlmeros inteiros

No Ensino Fundamental 11, as turmas do 7° ano possuem seu primeiro contado
amplo com o conjunto dos ntimeros inteiros. Os autores apresentam em seu livro os
nimeros inteiros como parte do terceiro capitulo. E apresentado aos alunos como forma
de didlogo sobre onde encontramos os niimeros inteiros e assim intuitivamente os alunos
compreenderem a ideia de como esse conjunto é formado. Na sequéncia, é apresentada
a localizacao dos niimeros inteiros na reta numérica destacando os elementos simétricos,

como pode ser visto na Figura 1.

Figura 1 — Reta numérica exibindo elementos simétricos.

4
4

Fonte: (ANDRINI; VASCONCELLOS, 2015b, p. 63)

Assim, os autores deixam claro que para cada nimero inteiro a, existe o seu
inverso —a, como pode ser visto na Figura 1. Durante os exercicios os alunos compreendem
que ¢é possivel realizar operagdes com numeros inteiros que envolvem associatividade. No
caso de soma em Z quando um dos algarismos ¢ 0, ap6s muitas resolucoes, os alunos

compreendem que o 0 é elemento neutro nesse conjunto.

Observemos a Figura 2 .
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Figura 2 — Operagbes com zero

Vamios examinar algumas situagdes. Indicaremas dividas e prejulzos com nldmeros negativos

De vma divida Meu saldo Minha enmpresa
de RY 80,00 vou & de RY 40,00 teve prejuize de
pagar R¥ 30,00, Ainda negatives. ﬂe?ffih"'d” R$ 4.000,00 em janeiro ¢ de
fizarei devends ] 90,00 v "2er0 0 RJ{-' 1.000,00 em fevereire.
F'-'s 'SI:LIDI:L cana",r G prrju::ﬂ ac l..rmb'ﬂdﬂ 'fm

de R$ 7.000,00.

i -
'F '
] k.'---
(—20) + (+30) = —30 Nesa stuagia, emaos, hiesse caso, s30 somados os
Devia 80, pagou 30, fiea (—40) F{+40) =0 prejuis s,
devenda 50 A soma de do® mameros {—4000) + (—3000) = —7000

siméricos Ezera

Fonte: (ANDRINI; VASCONCELLOS, 2015b, p. 65)

Quando é apresentada a operacao de multiplicacao, os alunos ja entendem como
uma regra, que 0 multiplicado por qualquer ntimero ¢é ele mesmo. Todas as propriedades
de grupo foram apresentadas a esses alunos de 7° ano, porém, eles dificilmente saberao que
o conjunto dos nuimeros inteiros é um grupo se considerarmos a adicao, e essa informacao

permanece implicita.

3.0.2 Operagdes com ndmeros racionais

O conceito de niimero racional é, muitas vezes, apresentada aos alunos como:
“nimeros racionais sao numeros que podem ser escritos em forma de fracao”, de modo que
os alunos automaticamente fixam essa frase como: niimeros racionais sao fragoes. As fragoes
sao apresentadas aos alunos ainda no Ensino Fundamental I. No Ensino Fundamental II,
no 6° ano os alunos continuam tendo contato com esse contetido, porém nessa fase, as

fragoes se apresentam por meio de situagoes-problema.

Os autores apresentam fragao a primeiro momento como “Inteiro e parte do
inteiro”. A preocupagcao dos autores, de inicio, é que os alunos consigam realizar a leitura

de uma fragao, assim como ilustra a Figura 3.

Na sequéncia os autores preparam os alunos mostrando fragoes equivalentes e
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Figura 3 — Leitura de fragoes

Denominador quer dizer “aquele que d& nome”. £ o denominador que dé nome & fracio.

+ As fracoes de denominador 2 sdo os meios. o
+ As fracoes de denominador 3 sio os tergos.
um meio
Prosseguindo:
+ denominador § —————— quartos dois terces
+ denominador 5 —————— quintos
dois quintos

+ denominador 6 ——— = sextos

+ denominador 7 ——— sétimas cinco nonos

+ denominador § —— oitavaos
sele gitavos

oo |~ o o fun [ro fwa o fre | = E
f
=]

+ denominador 9 ——— nanos

Fonte: (ANDRINT; VASCONCELLOS, 2015a, p. 178)

diversas situagdes em que o estudante relaciona fracoes com atividades do dia. Apds todo
esse entendimento é apresentado a soma de duas ou mais fragoes. Neste momento em que
o estudante se depara com a soma de fragoes com mesmo denominador, rapidamente a

associa com a soma de dois nimeros inteiros positivos.

Figura 4 — Soma de fra¢oes com mesmo denominador.

Adicao e subtracao de fracoes de
denominadores iguais

Dividi uma cartolina em oito partes iguais. Ontem pintei trés partes de

verde e hoje, duas de laranja.
+ Que fracao da cartolina toda eu ja pintei?

+ Que fracao da carrolina toda falta pintar?

Observe:

cartolina toda ———» £
8 - e 3,2 5
Fracao da cartolina ja pintada: E + E = E
fracdo pintada ontem —= El
g 8 5 3 _
Resta pintar — — — = — da cartolina.
8 2 8

fracdo pintada hoje ——» 2
8

Fonte: (ANDRINI; VASCONCELLOS, 2015a, p. 191)

Podemos observar na Figura 4 que no processo de subtracao de fragoes com
mesmo denominador, alguns alunos realizam o mesmo processo de soma de inteiros
negativos, porém com outros (tipo de) niimeros, e no processo temos uma fragao positiva
e uma fracdo oposta (negativa), o que parece nem sempre ser o mesmo caso. Neste caso
percebemos a presenca do simétrico, além de que podemos usar associatividade neste tipo
de operagao, e novamente os alunos implicitamente usam as propriedades de grupo, para

realizar as atividades.
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3.0.3 Operagdes com nimeros reais

Quais sdo os numeros reais? Muitas pessoas podem pensar a principio: sao
todos os naturais, inteiros e racionais. Esse pensamento nao esta errado, porém, nao é
somente isso. Durante o 8° ano do Ensino Fundamental os alunos iniciam seus estudos

com operagoes de niimeros reais.

Ao iniciarem os estudos sobre niimeros reais, é possivel perceber que os racionais
podem ser parte dos reais, assim como também as raizes quadradas e até mesmo o niimero
. Os autores resolveram abordar isso de uma forma muito didatica usando uma historia

ilustrada sobre amigos conversando sobre os conjuntos, como pode ser visto na Figura 5.
Figura 5 — Discussao sobre conjuntos

Divistes do

Subtrages do tipe
tipe 32 4 ndo tinham

5 — 9 nao tinham selugdo no
conjunte IN. No conjunto £ elas resultado no conjunto N
e no conjunto 7.
No conjunto Q) elas
podem ser
efetuadas.

podem ser efetuadas.

E ne conjunto dos

nGmeros reais podemos trabalhar Ev acheilegal

com 7, V10, e outres
ndmeros que néde sao
némeros racienais. sendo criados para
representar e resolver

p?rce‘)er que noves
tipos de nomeros foram

questées que o5 nimeras
jé existentes ndo
podiam resolver!

Fonte: (ANDRINI; VASCONCELLOS, 2015¢, p. 28)

Conhecer bem o conjunto garante que os alunos compreendam qual proprie-
dade deve ser usada para resolucao de determinados problemas. Além disso, os autores
apresentam uma tabela detalhada de como algumas propriedades se comportam na adigao

e na multiplicagao.

Algumas discussoes sao possiveis para que os alunos compreendam as pro-
priedades de maneira vasta, por meio de alguns questionamentos, tais como: O que é
necessario para que um produto seja igual a zero? Qual é o tinico niimero real que nao tem
simétrico ? Que ntiimero somado a -+/7 resulta em zero? Apds essa abordagem os autores
tras uma série de exercicios para que os alunos fagam uso das propriedades mencionadas

anteriormente e fixem esse conhecimento.
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3.1 A aplicacao das propriedades de grupo em sala de aula

Na se¢do anterior, mostramos que, ao serem expostos ao conceito de conjuntos
numeéricos os alunos tém contato com alguns grupos e suas propriedades. Nesta secao
mostraremos algumas atividades relacionadas a a esses conjuntos numéricos que os alunos

desenvolvem devido ao fato de compreenderem as propriedades de grupo.

3.1.1 Cubo Méagico ou Cubo de Rubik

As escolas geralmente desenvolvem gincanas competitivas entre os alunos, com
a intencao de que eles se divirtam, mas também aprendam a atividade para vencer durante
as rodadas. O cubo magico é famoso por ser usado nessas competicoes, inicialmente o
cubo mégico foi criado por uma necessidade de os alunos de Arquitetura compreender o
conceito tridimensional. O professor Erné Rubik(1944-) o construiu de madeira com as

faces divididas em nove cubinhos e cada face de cada cor.

Rubik apds construir esse recurso para seus alunos demorou cerca de um meés
para resolvé-lo e deixa-lo na sua formacao inicial. Nao era sua intencao criar um quebra
cabeca, porém, o cubo mégico fez tanto sucesso que ganhou um prémio ainda no seu ano
de criagdo 1974 como melhor brinquedo/jogo alemao (GRIMM, 2016, p.16).

Desde entao o cubo mégico é um sucesso entre as criancas, e explora-lo nas
aulas de matematica e em gincanas é proveitoso pelo entretenimento e disputa de quem
consegue resolvé-lo em menor tempo. Os patterns sdo padroes que tornam a competicao
do cubo magico em um nivel desafiador. Eles tém como uma regra montar um dos padroes
(xadrez, cubo no cubo, Cubo no cubo no cubo, espiral, caixa de presente, seis centros,
quatro centros tetris, anaconda, torre e twister) sempre partindo dele montado, como pode

ser visto na Figura 6.

3.1.2 Equacdes Polinomiais

Na introdugao deste trabalho, discutimos que um marco no inicio da Teoria de
Grupos foram os estudos e tentativas de resolver equacoes algébricas do terceiro e quarto
graus. No Ensino Basico os alunos do 62 ao 9° anos tem contato com equagoes polinomiais,
podemos dizer que muito mais simples, sdo elas do 1° e 2° graus, as quais essas equagoes

sao exploradas até o Ensino Médio.

Os autores (ANDRINI; VASCONCELLOS, 2015d) iniciaram a unidade sobre
fungdes, falando sobre algumas das suas aplicagoes no dia a dia. Ao ler o capitulo os
estudantes entendem que diversos problemas diarios podem ser representados por essas
equacoes. Uma brincadeira muito comum entre os estudantes chamada: O que é o que é,
retratada no livro como uma adivinhagao das raizes de uma equagao polinomial de grau 2.

Se formos analisar a fundo, algumas raizes da equacgao polinomial do 2° grau fariam parte
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Figura 6 — Patterns

A

Xadrez Cubo no cubo Cubo no cubo no cubo Espiral

VY ¥

Linhas verticais Caixa de presentes 6 centros 4 centros

Fonte: (CERP, 2019, p. 1)

de um polinémio simétrico, conceito esse que nao iremos abordar, pois, ao longo deste

trabalho, nao falamos sobre isomorfismo de grupos.

Figura 7 — Adivinhe as raizes

Pensei em um nimere. [r— Obtive o triplo
Elevei-o ao quadrado e de némero inicial. Em
somei ao préprie nimero. que nimero pensei?

A equacido — Opa!
correspendente ao problema
&3 + 3= %x Vou resolver do mode
como fizemos nas equacdes
antericres...

Assim ndo dd

para achar x.

Fonte: (ANDRINI; VASCONCELLOS, 2015d, p. 45)

Ao observarem esse didlogo os alunos irdo continuar a leitura e perceberen que
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Figura 8 — A maquina de fungoes

Imaginei a fungao
como uma maquina. Para cada
nimero que colocamas na entrada, ela faz
as operog_Ees indicadas e fornece

um nimere na saida.

Observem o desenho e usem o calculo mental para responder oralmente qual o valor das bolinhas
coloridas que sairdo da maquina.

L3

O némero que
sai é dade em funcéo

de nimero que

i entral
) -
L £ TrRiPugA SAIDA

E DEPQIS

¥ SOMA 2*
ENTRADA \-__-/_

o

Fonte: (ANDRINI; VASCONCELLOS, 2015d, p. 99)

o problema na Figura 7 tem uma solucao, pela lei do anulamento do produto. As equagoes
polinomiais do 12 grau também sao apresentadas nesse livro, porém seu maior foco é que
os alunos compreendam dominio e imagem, uma necessidade dessa fase escolar, devido ao

que isso as evidéncias e propriedades de grupo tornam-se ainda mais implicitas.

O método de brincar ou competir faz muito sucesso nas aulas de Matematica,
uma vez que os alunos precisam se concentrar para aprender e além disso se interessar pelo
assunto a ser estudado. A ideia de brincar de maquina é uma abordagem que (ANDRINT;
VASCONCELLOS, 2015d) encontraram para introduzir conceito de equagao polinomial
do 1° grau. A ideia de maquina é que os alunos a relacionem com funcao, de modo que, ao
entrar um numero e passar pelo processo que é (triplicar e somar dois), o produto final
seja totalmente diferente do niimero que iniciou o processo, como os autores abordam na

Figura 8 .

3.1.3 Poligonos

Ao longo da Educagao Bésica os alunos tém contato com a Geometria. Eles
estudam figuras como triangulo e quadrado desde Educacao Infantil. Ao chegarem ao
Fundamental II (6° ao 9°ano) é introduzido o conceito de poligono e seus respectivos

nomes dependendo da quantidade de lados.

Nesse contetido, de modo implicito existe um grupo, o grupo de permutacoes,
no qual os alunos tém contato no momento da resolugao dos exercicios, quando utilizam

régua e compasso para desenhar um poligono inscrito em uma circunferéncia.
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Considere o exemplo apresentado por Gongalves (2017, p.129): seja {1,2,3,...,n},
n > 3, o conjunto de vértices de um poligono regular de n lados. Vejamos os casos n =5 e

n = 6 ilustrados nas Figuras 9 e 10.

Figura 9 — Poligono regular de 5 lados
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Fonte: (GONCALVES, 2017, p. 129)

Figura 10 — Poligono regular de 6 lados

|
\J\ |

Fonte: (GONCALVES, 2017, p. 129)

Na unidade 10 Andrini e Vasconcellos (2015a) preparam os alunos para con-
seguirem interpretar perfeitamente o exemplo citado anteriormente. Nesse capitulo os
autores abordam os conceitos de circunferéncia, de poligonos e suas propriedades, ou seja,
o mesmo conteudo que é abordado no Ensino Basico é, também, abordado no Ensino
Superior: o que muda é a habilidade que os alunos precisam desenvolver em cada uma
dessas fases, e vale ressaltar que os alunos do Ensino Béasico nao conhecem o conceito de
permutacao envolvido na resolugdo de um exercicio como esse, quando os alunos de Ensino
Superior o conhecem muito bem, pois, no texto de Gongalves (2017, p.129) diferentemente

daquele de Andrini fica explicito o que é uma permutacao.

Durante os estudos da mesma unidade Andrini e Vasconcellos (2015a, p.171)
sugerem que os alunos compreendam a simetria dos poligonos usando dobraduras. Como
exemplo, eles mostram como os alunos realizariam, no caso do triangulo, e incentivam os

alunos a realizarem em outros poligonos. O que podemos observar desse exemplo que a
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imagem ilustrativa para o aluno é idéntica as imagens que lezzi e Domingues (2003, p.149)

usam em seu livro para explicar as simetrias de um triangulo equilatero.

Figura 11 — Simetria no tridngulo equilatero

Pegue o triangulo equilatero.
Ele apresenta trés eixos de simetria.
Veja abaixo como fazer as dobras.

~ ~

Fonte: (ANDRINI; VASCONCELLOS, 2015a, p. 171)

Figura 12 — Simetrias do tridangulo

Fonte: (IEZZI; DOMINGUES, 2003, p. 149)

Nos itens citados ao longo deste capitulo podemos observar que os livros

de Ensino Superior geralmente abordam as propriedades e a propria Teoria de Grupos
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sem realizar alguma ligacao com elementos do Ensino Basico, isso se deve ao fato que
durante o ensino superior, os poligonos sao estudados do ponto de vista dinamico, no
ensino fundamental e médio do ponto de vista estatico, algo que dificulta a para os
alunos as associagoes sobre esse tema, e como consequéncia disso, os alunos do Curso
de Graduagao em Matematica estudam esse assunto como se fosse um tema inédito,
dificultando associagoes e até mesmo relembrar exemplos que facilitariam a resolucao de

determinados exercicios sobre a Teoria de Grupos.
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4 Consideracoes Finais

Uma vez que o interesse pelo tema surgiu dentro da trajetdéria académica no
curso de Licenciatura em Matematica do IFTO-Campus Palmas, realizamos um estudo
sobre Teoria de Grupos de forma exploratéria, com objetivo de aumentar a compreensao
sobre o assunto. Durante esse trabalho nao buscamos nenhuma fonte estatistica de dados.

Todo o procedimento de investigacao foi realizado por meio de pesquisa bibliografica.

Com intencdo de atender ao objetivo da pesquisa: E possivel exibir maneira
de abordar este assunto no Ensino Superior, de tal forma que os alunos recordem e/ou o
associem as propriedades e exemplos, ja estudados no Ensino Fundamental? buscamos
mostrar correspondéncias entre os conteiidos apresentados nos livros do Ensino Bésico e

os mesmos conteudos em livros do Ensino Superior.

Durante as investigagoes foi possivel constatar, inclusive por meio de ilustragoes,
a semelhanca entre os contetidos. Uma das diferencas que podemos destacar é que, no
Ensino Superior, os alunos ao estudarem Teoria de Grupos, sdo familiarizados com técnicas
de demonstracao e, consequentemente conseguem compreender as defini¢bes como sao
apresentadas, tornando assim o objetivo de estudo diferente daquele do Ensino Bésico.
Outra diferenca é que, apesar de que, no Ensino Bésico, os alunos tem contato com as
propriedades de grupo e até mesmo com alguns grupos, a habilidade a ser desenvolvida
nao é a mesma do Ensino Superior. Essa pode ser uma das muitas razoes pelas quais a

Teoria de Grupos é estudada/apresentada de forma implicita nessa fase de ensino.

Entretanto os livros de Ensino Superior que abordam essa tematica sobre
a Teoria de Grupos, nao fazem associacdo ao conteido e exemplos do Ensino Baésico.
Assim, é importante que o professor induza os alunos a resgatar esses conhecimentos
adquiridos no Ensino Bésico, para que eles se sintam familiarizados com o tema, e também
que compreendam a importancia de estudar a Teoria de Grupos para, futuramente,

desenvolverem seu papel como professores no Ensino Basico.

Portanto, podemos concluir que apesar de que a Teoria de Grupos se apresenta
de forma explicita somente no Ensino Superior, os alunos podem sim recordar as suas
propriedades, exemplos estudados no Ensino Basico e associa-los a defini¢oes elaboradas
que se estudam no Ensino Superior, garantindo assim uma boa performance para a

resolucao de exercicios e compreensao do assunto.
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