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RESUMO

O presente trabalho, tem o principal objetivo abordar os contetidos de Anélise Funcional, que
€ um estudo de espacos de fungdes, sobretudo, os espacos de dimensdo infinita. Neste trabalho
foram abordados os principais conceitos de Andlise Funcional, como os Espagos de Banach,
Espacos de Hilbert, Espacos Dual, Operadores Adjuntos e Operadores Compactos. Tais con-
tetidos sdo os mais recentes da matematica, estando na drea da matematica moderna. E o campo
da matemadtica, mais especificamente da andlise, que aborda o estudo de espacos de funcdes.
Ademais, a Andlise Funcional teve seu grande reconhecimento e avanco durante o século XX
através da modelagem, devida a John von Neumann, com a mecanica quantica em espacos de
Hilbert. E assim, apresentar uma aplicacdo da Andlise Funcional no ramo da Fisica, através,
principalmente, dos Espacos de Banach e os Espacos de Hilbert. Tal aplicagdo mostra o quao
importante é o estudo da Andlise Funcional, pois, nela mostra que os espacos de Banach e de

Hilbert sao os alicerces da mecanica classica e da mecanica quantica.

Palavras-chave: Andlise Funcional, Espacos de Banach, Espacos de Hilbert.



ABSTRACT

The present work, has the main objective to address the contents of Functional Analysis, which
is a study of function spaces, especially spaces of infinite dimension. In this work the main
concepts of Functional Analysis were addressed, such as Banach Spaces, Hilbert Spaces, Dual
Spaces, Adjoint Operators and Compact Operators. Such content is one of the most recent in
mathematics, being in the field of modern mathematics. It is the field of mathematics, more
specifically analysis, that deals with the study of function spaces. Furthermore, Functional
Analysis had its great recognition and advancement during the 20th century through modeling,
due to John von Neumann, with quantum mechanics in Hilbert spaces. And so, to present an
application of Functional Analysis in the field of Physics, mainly through Banach spaces and
Hilbert spaces. Such application shows how important the study of Functional Analysis is, be-
cause it shows that Banach and Hilbert spaces are the foundations of classical mechanics and

quantum mechanics.

Keywords: Functional Analysis, Banach spaces, Hilbert spaces.
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Introducao

Neste trabalho serd apresentado um estudo sobre a Andlise Funcional, tal conteido
se encontra em um dos campos da matematica moderna, que € o campo da matematica, mais
especificamente da andlise, que aborda o estudo de espacos de funcdes. Sua histéria tem foco
no conhecimento de transformagdes, particularmente a Transformada de Fourier, e no estudo de
equagoes diferenciais e equagOes integrais. A palavra funcional remete ao cdlculo de variagOes,
em que estuda-se funcdes cujo argumento € uma fungdo. Um importante passo para o avanco
da Andlise Funcional durante o século XX foi a modelagem, devida a John von Neumann, da
mecanica quantica em espacos de Hilbert. A Andlise Funcional utiliza e extende muitos conceitos
de Algebra Linear, e pode ser considerada até certo ponto como o estudo de espacos vetoriais de
dimensao infinita. (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2012).

A Andlise Funcional € o estudo do espacos vetoriais normados, em especial os espagos
de Banach e de Hilbert, e também dos operadores lineares continuos entre eles. Tais defini¢des
lancam luz sobre as semelhancas e diferencgas entre a teoria da Algebra Linear e da Anlise Funci-
onal. Ambas tratam do estudo de espacos vetoriais, sendo a diferenca entre elas é que na Andlise
Funcional € exigido o estudo da continuidade, isto é, na Algebra Linear se trata essencialmente
de espacos vetoriais de dimensdo finita e na Andlise Funcional se estuda os espacos vetoriais de
dimensao infinita. Ainda, de acordo com os autores, o estudo de operadores lineares que sdo
continuos € o objetivo principal da Analise Funcional. (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA,
2012).

Uma pergunta que € colocada pelos autores €, “qual a necessidade de estudar operado-
res lineares entre espacos de dimensdo infinita?”. A resposta decorre naturalmente da observagao
do fato que a matematica sofreu grandes avancgos nos ultimos trés séculos, em especial , 0 avango
acelerado entre os séculos XVII e XIX com a resolucdo de varios, e dos mais variados proble-
mas que antes ndo podiam ser tratados matematicamente de forma convincente. Muitos desses
problemas as solucdes se apresentaram como fungdes, logo € natural que a busca e o tratamento
dessas solug¢des ocorressem em conjuntos de funcdes. Dai, tais conjuntos de funcdes, com cer-
tas propriedades adequadamente estabelecidas passaram a ser definidos como os espagos vetoriais

de dimensao infinita. Esse apanhado deu uma amplitude na matemaética e colocou os espagos de
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dimenséao infinita em tendéncia. (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2012).

Dito isso, o objetivo deste trabalho é dar continuidade no componente curricular de
Algebra Linear oferecido nos cursos de graduacio de Licenciatura em Matemdtica, com o objetivo
principal de realizar um estudo sobre a Anélise Funcional, trazendo um estudo sobre os Espacos de
Banach, os Espacos de Hilbert, os Espacos Dual, Operadores Adjuntos, que nos leva ao Teorema
de Hahn-Banach, o qual permite que funcionais lineares definidos em um subespaco de um espaco
vetorial sejam estendidos a todo o espaco. A vista disso, depois de finalizar tais pesquisas, o foco
serd apresentar uma aplicac@o sobre o contetido abordado durante todo o trabalho.

No primeiro capitulo trazemos um breve estudo de Algebra Linear sobre os espagos
vetoriais que € preciso ter nocdo para o entendimento e desenvolvimento do trabalho. No capitulo
2 sdo apresentados os dois principais espacos da Andlise Funcional, os Espacos de Hilbert e os
Espacos de Banach. No terceiro capitulo sdo abordados alguns operadores lineares limitados e
também os operadores inversos, assim como o importante teorema de Banach-Steinhaus. Por con-
seguinte, foi feito um estudo sobre os espacgos dual e os operadores adjuntos. Uma particularidade
dos espagos duais € que os funcionais sdo retratados como itens referentes a mesma classe dos ele-
mentos do espaco e sobre os operadores adjuntos. Na matemadtica, um determinado operador linear
que esteja em um espacgo de Hilbert, pode possuir um operador adjunto. No quarto capitulo, sdo
apresentados os operadores compactos, que formam uma familia de operadores lineares limitados
entre espagos de Banach.

Por fim, no capitulo 5, concluimos o trabalho trazendo uma aplica¢ido do conteido de
Anadlise Funcional, na drea de Fisica, especificamente em Mecanica Quantica. Neste capitulo, foi
feito o resumo de um artigo publicado na Revista Brasileira de Ensino de Fisica, intitulado como C*
- Algebras e a Descricdo da Mecanica Quantica. Tal artigo traz um estudo sobre uma determinada
aplicacdo de Andlise Funcional, o primeiro sobre a C*-Algebra, que é uma dlgebra dos espacos
de Banach junto com uma involucdo ou func¢do involutéria (fun¢do que € seu proprio inverso) que
satisfaz as propriedades do adjunto, e a partir dai trazer um descri¢do da mecanica quantica em um
espaco de Hilbert através dos teoremas de Gelfand e Gelfand-Neumark.

Cabe citar aqui que, ao longo de todo o texto, serdo apresentados muitos exemplos para
ilustrar as defini¢Oes e propriedades enunciadas. Acreditamos que tais exemplos sao necessarios em
funcado da proposta do trabalho ja estabelecida em pardgrafo anterior. Esse fato tornou o trabalho
por demais extenso, mas julgamos que sem esses aprofundamentos e até certo ponto, sem esse

prolixismo, ndo conseguiriamos atingir o objetivo pretendido.
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Capitulo 1

Espacos de Banach e Hilbert

Ao longo deste trabalho ha alguns resultados enunciados sem demonstragdo. A falta
dessas provas, porém, em nada compromete o processo de construcdo da teoria. Alguns de tais
resultados nao sdo exclusivos da Analise Funcional, como é o caso do Teorema 1.3.4, como dito
no proprio enunciado. Ou o caso dos Lemas 1.6.2 e 1.6.3 cujas demonstracdes em nada diferem
daquelas obtidas em um bom livro de andlise no R". Quanto aos demais, podem ser obtidos em
textos de Andlise Funcional que atualmente existem em bom nimero, alguns inclusive em lingua

portuguesa'. Infelizmente, os prazos ndo permitiram que as incluissemos neste trabalho.

1.1 Espacos Vetoriais

Um espaco vetorial sobre o conjunto K = R de escalares € um conjunto V equipado com
as operacdes de soma de vetores e de multiplicacdo por escalar e que satisfazem as propriedades
usuais dos espacos R". A ideia é que varios conjuntos mais abstratos possuem a estrutura parecida
com a dos espagos R” e esta abordagem permite que facamos uma andlise sistemdtica de todos

estes casos.

Definicao 1.1.1. Seja V # 0 um conjunto munido das operagdes de adigdo e multiplicagcdo por

escalar, isto é,

+ : Vx,yevV (x,y) —x+y€eV;
o : YaeK;VxeV (a,x) — a-xeV.

O conjunto V chama-se espaco vetorial sobre K se, sdo satisfeitas as seguintes propriedades:

'Fundamentos de Anélise Funcional de Geraldo Mircio de Azevedo Botelho et all, publicado pela SBM e
Introducdo a Andlise Funcoinal de César R. de Oliveira, publicado pelo IMPA
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1. x+y=y+xparatodos x,y €V

2. (x+y)+z=x+ (y+z) para todos x,y,z € V

3. Existe um tinico0 €V tal que x+0=0+x=x

4. Paratodo x €V existe um inico —x €V tal que x+ (—x) =0 = —x+x

5. a(Bx) = (af)x,Va,B € K eparatodox € V

6. (a+p)x=oax+px,Va,p € K e para todo x €V

7. a(x+y)=ox+ayVacKeVx,ycV

8. 1-x=xparatodoxecV
Observagdo 1.1.1. Os elementos de V s@o chamados de vetores e os elementos de K de escalares.
Exemplo 1.1.1. Seja V =R" = {(x1,x2,...,%,);x;i € R,V i=1:n}, temos que

x+y = (X1+Y15--5Xn+Yn)

ox = (oxy,...,0x,)
Exemplo 1.1.2. Seja V = C|a,b] o espaco das fungdes continuas no intervalo [a,b), entdo

+ 0 @) =x(0) +3(0),  Vielab]
o : (ax)(t)=o-x(1), Vi€ la,b]

Exemplo 1.1.3. SejaV =C (k) [a,D] o espaco das fun¢des que possuem derivadas continuas até a
ordem k, k € N. Dai,

k = 0=C9a,b]=Cla,b]
k > 0=CWab)={xeCla,b]|x,x,.... x5 eCla,b]}

Definicao 1.1.2. Seja V um espaco vetorial, e L C'V dizemos que L é um subespaco vetorial de V,

se as seguintes propriedades ocorrem:
1. 0eL;
2. Paratodos x,y € L, entdo x+y € L;

3. Paratodo x € L e para todo a € K, entdo ax € L.
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Exemplo 1.1.4. Os conjuntos {0} e V sdo subespacos triviais de V e também sdo chamados de

subespagos vetoriais.

Exemplo 1.1.5. Seja V = C|a,b] um espago vetorial e M = {x(t) € C|a,b] | x(a) = 0} um conjunto
de fungoes.

Seja, para todos x,y € M e para todo o, 3 € K, entdo
ox+ Py eM < (ax+By)(a) = (ax)(a) + (By)(a) =0

Definicao 1.1.3. Um elemento y tal que y € V é uma combinagdo linear dos elementos x1,x>,...,X, €

V se existem os escalares o, ...,0, € K tal que y = ot1x1 + ... + 0.

Definicao 1.1.4. Sejam V um espago vetorial e A C V, o envoltério linear de A. [A] = {ayx; +
e QX | X1, X0, Xy €A O, ... 0 € K € 0 subespago vetorial gerado por A.

Exemplo 1.1.6. Os vetores x = (1,0) e y = (0,1) geram o espago vetorial V = R?, ou seja, [x,y] é
o subespago vetorial gerado por A, pois qualquer par ordenado (o, 3) € R? é combinagdo linear

dexey:

(a,B) = ax+by=a(1,0)+5(0,1) = (a,0)+ (0,b)

= (avb)
(Ot,ﬁ) = ax+fy
[xay] = R?

Definicao 1.1.5. Seja A = x1,x2,...,x, € V. A é dito Linearmente Independente (L.1), se para todo
a1,0,....0, e K ogxi+...+0x, =0=01=p=...=a, =0.

Caso contrdrio se diz que A = x1,x2, . ..,X, sdo Linearmente Dependente (L.D) se existe Qy, ..., 04 €
K:|oq|> +... 4 |0g]? # 0 tal que ciyxy + . ..+ 0x, = 0.

Exemplo 1.1.7. Seja V = C|0,1] um espaco vetorial e A = {t" | n=0,1,2,...}. um conjunto
deste espaco. Devemos provar que {l,t,tz, ...,"} é LI para todo n € N.
Suponha por absurdo que exista oy, Qy,...,0, € R tal que o+ ot +...0ut" =0 para todo t €

[a,b]. Isso Implica que todo t € [a,b] é raiz do polinémio, o que é absurdo.
Definicao 1.1.6. Um conjunto B C'V (B L.I), chama-se base de Hamel de V se L(B) =V.

Exemplo 1.1.8. Seja P o conjunto de todos os polindmios, entdo B = {1,t,...,t"} é uma base de

Hamel em P.

Observagdo 1.1.2. Se X um conjunto e R uma relagdo em X x X, (x,y) encontra-se em R < xRy.
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Definicao 1.1.7. Uma relacdo em X um conjunto qualquer, chama-se relacdo de ordem (e denota-

se <) se:
i) Reflexiva x<x
ii) Anti-simétrica xX<yey<x=x=y
iii) Transitiva x<yy<z=x<z

Para todos x,y,z € X e (X, <) € o conjunto ordenado.

Exemplo 1.1.9. Para todo X, P(X) = {todos os subconjuntos de X }. Para todo A,B € P(X), dize-
mosA<B&< ACB.

Definicao 1.1.8. Seja (X, <) um conjunto ordenado. Dois elementos x,y € X sdo compardveis, se

x<youy<ux

Definicao 1.1.9. Um subconjunto A C X é dito totalmente ordenado se para todos x,y € A sdo

compardveis.

Definicao 1.1.10. Seja X um conjunto ordenado, A C X. Um elemento y € X chama-se cota supe-
rior de A, se x <y, para todo x € A.

Um elemento m em A chama-se elemento mdximo de A se para todox € A, m < x = x=m.

Definicao 1.1.11. Seja X um conjunto ordenado, A C X é um conjunto limitado, se A possui pelo

menos uma cota superior.

Lema 1.1.1. (Lema de Zorn). Seja X um conjunto ordenado, ndo vazio tal que cada subconjunto

totalmente ordenado em X é limitado. Entdo em X existe pelo menos um elemento mdximo.
Teorema 1.1.1. Qualquer espago vetorial (ndo trivial) possui uma base de Hamel.

Demonstragdo. SejaV # {0} e B o conjunto de todas as familias linearmente independentes em
V. Dados dois conjuntos linearmente independentes L, L’ € B por defini¢do L < L' < L C L' .Seja

F C B sendo F um conjunto linearmente ordenado e seja

v=_JA4
AEF
tal que V € B. Pelo lema de Zorn, existe M € B, elemento maximo. Se (M) =V, entdo M

¢ base de Hamel. Agora, se £ (M) # V, por conseguinte, existe x| tal que x; ¢ 2 (M). Entio,
My =MU{x;} e M| € B, assim, M < M, o que ¢ absurdo, pois M é maximo. O
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Definicao 1.1.12. Um espaco vetorial V tem dimensdo finita n e escreve-se dim'V =n se V possui
uma base finita de n vetores, ou seja, qualquer elemento de V pode ser escrito como combinagdo

linear dos elementos de sua base.

Definicao 1.1.13. Um espago vetorial V se diz de dimensdo infinita se para todon € N emV, existe

n vetores L.1I.

Exemplo 1.1.10. A seguir, alguns exemplos de dimensées de espacos vetoriais.
i) dimR"=n
ii) dim Cla,b] = o

iii) Seja £, o espago das sequéncias de escalares absolutamente p-som dveis. Temos que, dim

lp=oo

Definicao 1.1.14. Sejam E, V espacos vetoriais sobre o mesmo corpo K. A soma direta de E com

V, é definida e denotada da seguinte forma:

EaoV = {(x,y) | x€EeyeV}
() +(@zw) = (x+z,y+w) Vx,ze€EeVyweV
o(x,y) = (ax,ay) VxeEVyeVeVack.

Exemplo 1.1.11.
R*=R'gR!

Definicao 1.1.15. Seja V espaco vetorial e sejam L e M subespacos vetoriais em V. V é a soma
direta dos subespagos L e M, ou seja, V = L+ M, se para todo x €'V existe um tinico |l € L e existe

um unico m € M tal que x =1+ m.

Definicao 1.1.16. Seja V espaco vetorial, M C 'V se diz convexo, se para todo x,y € M e para todo
o>0,8>0, entdo ax+1—PBy e M.

Observacoes: M ¢ convexo se, € somente se, para todos x,y € M e para todo 0 <¢ < 1 temos
tx+(1—1t)yeM.

Definicao 1.1.17. Um conjunto M C 'V chama-se equilibrado se para todo x € M e para todo o € K
com |ot| < 1 temos ox € M.

Exemplo 1.1.12. V = R? ¢ equilibrado.

Definicao 1.1.18. Um conjunto M C V chama-se absolutamente equilibrado se for convexo e equi-
librado.
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Definicao 1.1.19. Sejam LM C V, subespagos de V. Dizemos que M absorve L se existe ¢ > 0 tal
1

que para todo a € K, || > ¢, para todo x € L= a~'x € M. Quando M absorve V, dizemos que

M é absorvente.

Definicao 1.1.20. Sejam V, W dois espacos vetoriais sobre um mesmo corpo K. Uma aplicacdo

A:D(A) CV — W diz-se um operador linear se
1. D(A) é um espago vetorial e a imagem R(A) =A(D(A)) C W,
2. Para quaisquer x,y € D(A) e escalares a.,p € K temos que A(ax+ By) = aAx+ BAy.
Observacdo 1.1.3.
* D(A) é o dominio de A;
* R(A) é o conjunto das imagens de A.

Nota 1.1.1. Percebe-se que ao analisar a segunda propriedade da defini¢do anterior, vimos que A

preserva as duas operacdes do espaco vetorial.
Exemplo 1.1.13. Sejam V =CW) (0,1) e W = C(0,1).

d : c(0,1)—c(0,1)
dx(t) = ¥ (t),Yxech(0,1)

Exemplo 1.1.14. Seja K(t,s) € C([0,1] x [0, 1]).

K-C(0,1) — C(0,1)
1
Kx(r) = /0 K(t,5)x(s)ds

Definicao 1.1.21. Seja V e W dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K, dizemos que V é

isomorfo a W se existe J .V — W tal que:
1. J é o operador linear
2. J é bijecao
Teorema 1.1.2. Para todo V um espaco vetorial sobre R, com dimV = n. Entdo, V = R".

Demonstra¢do. Considere um subconjunto W = {wy,wy,...,wy} de V, com m > n elementos.
Vamos mostrar que W ¢é linearmente dependente. Assim, qualquer conjunto linearmente indepen-

dente possui no méaximo n elementos. Como V = {vy,...,v,}, pelo teorema anterior podemos



17

extrair uma base desse conjunto para V. Seja {vy,...,v,} esta base. Entdo existem escalares ;;,

comi=1,2,....,rej=1,2,...,mtais que:
Wj=01jv1 + ...+ 0ijvi+ OjVy.
Consideramos agora a combinagdo linear nula de wy,...,wy,:
Biwi+ ...+ Buwm = e.
Substituindo, temos que:

Bi(ciivi+ ...+ 0p1ve) + Bu(Oimvi + ...+ Oppyvr) = e,

dai
(B] o+ o+ ...+ Bmoclm) vi+...+ (/31 o1+ B+ .. —l—ﬁmOCrm) Vv, =e.

Como {vy,...,v,} é uma base para V, entdo este conjunto é L.I. Assim temos:

Brair + oz + ...+ Pnim =0

Bio1 + Baorio+ ... 4 B0y =0
Obtemos um sistema linear homogéneo com r equacdes e m incognitas P, ..., By. Ecomor <n <
m, o sistema admite solu¢@o nio trivial. Assim, existem escalares nao todos nulos By, ..., B, tais
que

Biwi+ ...+ Bwn =e.

Portanto, W = {wy,wy,...,w;,} é L.D. Assim, qualquer conjunto com mais de n elementos é L.D.,
ou seja, qualquer conjunto L.I. possui no mdximo » elementos. [

Observacdo 1.1.4. Os espagos com dimensao infinita nem sempre sao isomorfos.
Definicao 1.1.22. Seja V um espaco vetorial sobre K. Um funcional f emV é um operador linear

f:V—K

flox+By) = af(x)+Bf ()
f) = &)

Definicao 1.1.23. Seja V um espaco vetorial e L C'V um subespaco vetorial. Dizemos que x =

y (mod L) se, e somente se, x —y € L.
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Exemplo 1.1.15. Sejam V = Cla,b] e M = {x € Cla,b] | x(a) =0}. Devemos provar que V é o

espago quociente pelo seus subespaco M. Note que,

x = {yeCla,b] | y—xeM}
= {yeCla,b] | y(a)=x(a)}

Portanto, V /M = R.

Observagdo 1.1.5. Temos que V /M é o espago quociente de um espaco vetorial V pelo seu subespaco
M.

Definicao 1.1.24. Seja V um espaco vetorial. Um subespaco vetorial M chama-se hiperespaco se
L =YV, para todo subespagco L CV e M C L.

Definicao 1.1.25. Seja f: V — K um funcional linear. Se o niicleo de f, N(f) ={xeV | <
x, f >=0}

1.2 Espacos Vetoriais Normados

Espago normado € a estrutura matematica na qual as principais propriedades de espagos
vetoriais e espacos métricos pode ser feito em um mesmo ambiente. O simbolo K denotard, o corpo

R dos nimeros reais ou o corpo C dos nimeros complexos.

Definicao 1.2.1. Seja V um espaco vetorial sobre K. Em V é definido uma norma, se para todo

x €V, x — |x|]| €R ral que:

1. ||x|| = 0 paratodox €V,

x|| = 0 se, e somente se, x =0;
2. ||ox|| = |et|||x|| para todo & € K e para todo x € V;

3. |lx+yll < ||x|| + ||y|| para todos x,y € V.
Nestas condigdes ao par (V,|| ||) chamamos de espaco vetorial normado.

Exemplo 1.2.1. Para todo n inteiro positivo consideremos o espago vetorial V = R". Para x =

(x1,...,x,) € R", atribuamos

1

n 2 n
2
] <izzl|xl| ) il = ax el el = X b

E de ficil entendimento que || I e |l |l2 sdo normas em R". A primeira dessas trés normas

’

é chamada de norma candnica do R". Na Andlise funcional, uma norma consiste em uma fungdo

que a cada vetor de um espaco vetorial associa um niimero real ndo-negativo.
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Exemplo 1.2.2. Duas normas no espago das fung¢ées continuas. Seja V = Cla,b] com

b
Il = sup |x(z)| e IIXH1=/a [x(2) ] dt

a<t<b

Exemplo 1.2.3. Seja V = L,(a,b) com 1 < p <o, 0 espago das fungoes Lebesgue® integrdveis em

modulo elevado a poténcia p.

Wy = ([ o)

1
b iz
v, = ([ laorar)” = e,

Lema 1.2.1. (Young) Seja p € R, p > 1 e seja q € R tal que %—i—é =1, g > 1, entdo para todos

a,b € R, temos

o0 = ->0
(0) .
I 1
o(l) = —+-—1=0
P q
o(t) — 4o Vi>1
= ot)=>e(1),Yt>0
P 1
= —+-—-120
P 9
P 1
= < —+-Vt>0.
P 9
Tome t = abﬁ. Entdo, )
abﬁ_apbpfl l
p q

2Conjunto de todas as funcdes mensurdveis.
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P
Dividindo tudo por br-T, temos

1 p-—1 p al bl .
Como — =1—— =—— = ¢g= ——-. Portanto, ab < — + —, como queriamos demonstrar. []
q p P p—1 P g

1 1
Lema 1.2.2. (Holder) Sejam p,q > 1 tal que —+ — = 1. Entdo para todo x € Ly(a,b) e para todo
P 4q

y € Ly(a,b), temos que xy € Ly(a,b) e é vdlido o seguinte:

b b T :
[ xonwa] < (([“worar)” ([ bwiar)
a a a
b
Observagdo 1.2.1. / *()y(t)de| < Il Iyl
a
Demonstragdo. Se ||x||, =0, entdo [|y||; = 0. Se ||x[[, > 0e ||y[|; > 0, defina
x(t) y(t)
xo(t) = , Yolt) ===
[l p ¥l

Para todo 7 € [a,b], temos

RONGIEOINNG]

Kbl ~ Tl ol
O o)
EIrAE

Portanto, como vale para todo ¢ € [a, b],

[Pl Oldr _ [Exordr | [Poltd 11 b
: T iR R B M OROILTE B M
[ P A 1 R A R

1 1
Nota 1.2.1. —+ — =1 entdo para todo x € [, e y € I, temos
q

p
1 1
oo p oo q
§<§,|xn|p> (2 Iyn\q> :
n=1 n=1

Lema 1.2.3. (Minkowsky) Seja p > 1. Para todos x,y € L,(a,b), temos

Y xuvn
n=1

||x+)’||p < ||x||p + ||)’HP
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Demonstragcdo. Vamos supor p > 1. Entdo

el = [0 es@pa = [l oo o) a

< [0l + s et [ 0s0) 4500

< (ely+ ol (o200 )"

1 1 —1
Como—:1——:p—:>p:q(p—1),logo
q p P

b -3
([ w@esira) " <t Ill = Lt 3l < sl + Il
a

]

Definicao 1.2.2. Sejam E, F dois espacos normados. Uma aplicagdo J : E — F chama-se

isométrica se:
i) J é isomorfismo de espago vetorial E e F';
ii) ||[J(x)||F = ||x||g para todo x € E.
Logo, dois espacos E, F sdo isométricos se existe uma isometria J : E — F.

Exemplo 1.2.4. Seja P o conjunto dos polinémios e ||p|| = [nax |a;| sendo P(x) = apx™ + ...+ ap.
<i<n

[P - I} ¢ isométrica a {R™1,| ||} e Jp = (ag,ar,... ).

1.3 Geometria e Topologia de um Espaco Normado

O objetivo desta se¢do € caracterizar um espaco vetorial normado quando as suas pro-
priedades geométricas e topoldgicas. Ao longo do texto consideraremos um espago vetorial nor-

mado E.

Lema 1.3.1. (Desigualdade Triangular Inversa) Seja E um espaco normado. Para todos x,y € E
temos ||[x[| = [Iy[l| < [lx =l

Demonstragdo.

Il =y + =yl <yl + =l
Il < vl e =yl & =[x =yl < =llxll + Iyl = llxll = lIy[F < =yl
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Lema 1.3.2. Todo espagco normado E é um espaco métrico, sendo a métrica definida por

d(x,y) = |lx=yll

E evidente que valem, para a func¢do acima, as propriedades que caracterizam uma métrica, a

saber
i) dix,y) 20ed(x,y) =0 x=y;
ii) d(x,y) =d(y,x);
iii) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z);
Definicao 1.3.1. Definicoes de bola aberta, bola fechada e esfera em um espaco normado
i) Bola Aberta - B(xo,r) = {x € El|||[x —xo|| < r}
ii) Bola Fechada - Blxy,r]| = {x € E|||x —xo|| < r}
iii) Esfera - S(xo,r) = {x € El|||lx—xo| = r}

Para todo A, B C E dois subconjuntos de E, definimos

d(A,B) = inf [lx—y|
yeb

a(x.B) = inf lx =]

definimos didmetro de um conjunto A como 8(A) = sup ||x —y||. Se 8(A) existir, entdo A é dito
X,yEA
limitado. De outro modo, A ¢ dito limitado se, e s6 se existe um ¢ > 0 tal que ||x|| < ¢ para todo

x € A. Ou ainda, A € limitado se, e s6 se existe B[xg, R] tal que A C B[xo,R].
Exemplo 1.3.1. Todo subespaco vetorial ndo trivial é um conjunto ilimitado.

Definicao 1.3.2. Um conjunto A C E chama-se aberto se para todo xo € A, existir um ry, tal que
B (xo,rx,) C A.

R—d
Exemplo 1.3.2. Qualquer bola aberta é um conjunto aberto. Basta tomar yy € B(xp,r) e w.
Depois tome y € B(yo,r).
r—d(xo,Yo0 r—+r
d(y,x0) < d(y,y0) +d(yo,x0) < r+d(yo,x0) = % +d(xo,y0) < ——=r.
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Definicao 1.3.3. Seja E um espaco vetorial. Um subespago vetorial proprio de E sdo todos os
subespacos de E exceto os dois subespagos triviais, ou seja, o subespaco nulo e o proprio espagco

vetorial E.

Lema 1.3.3. Qualquer subespaco vetorial proprio num espaco normado ndo contém nenhuma bola

aberta.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que em um espago vetorial E, existe L C E e existe B(xg,r) C

L.TomeyeE\L:>x:x0—|—”y—”~%GB(xo,r)CL.
y
Iyl r 7 2[|l|
|lx—x0| =7 = ==<r=y=——(x—xp) € L.
Iyl 22

Corolario 1.3.1. Um subespaco vetorial proprio em um espaco normado ndo é aberto.

Definicao 1.3.4. O conjunto de todos os conjuntos abertos em um espaco normado E formam uma
topologia em E que se chama topologia natural de espagco normado. Seja X um conjunto e P(x)

subconjuntos de X com T C P(x), sendo T uma colecdo de subconjuntos.
i) 0,XeT;
ii) ABeT=ANBeT;

iii) Para todo {Aj }pecp C T com Ay aberto paratodo A = A = U A eT.
AEN

Observacdo 1.3.1. A defini¢do para topologia e para topologia natural poderd ser encontrado em
(LIMA, 2013) e (LIMA, 1976)

Definicao 1.3.5. Seja A C E, e E um espaco normado, xq € E.

1. xo € A chama-se interior se existe B(xo,r) C A. O conjunto de todos os pontos interiores

denota-se A e se chama interior de A;
2. xo chama-se exterior se existe B(xy,r) tal que B(xo,r) N A = 0;

3. xo chama-se ponto de fronteira de A se para todo B(xo,r) N A # 0 e B(xp,r) N(E\A) #0e
denota-se JA.

o

Logo, para todo A CE, E=AUJAU(E\A).

Teorema 1.3.1. A C E é aberto se e s6 se A = A.
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Demonstracdo. =) Se A é aberto, entdo para todo xg € A = xp € A=ACA. Que A C A é 6bvio.
<) Se A=Aentiodadoxgc A=A implica que existe um ry, tal que B(xp,ry,) C A no que implica

em A ser aberto. O
Definicao 1.3.6. V,, chama-se uma vizinhanga de um ponto xo € E se existe r >0 ; B(xo,r) C Vy,.
Teorema 1.3.2. A C E é aberto se e so se A é vizinhanca de cada um de seus pontos.

Demonstragdo. =) Sejaxy € A. Como A é aberto entdo existe r > 0 tal que B(xg,7) CA=A=V,,.
<) Se A =V, entdo existe r > 0 tal que B(xo,r) C A implica que A € aberto. N

Definicao 1.3.7. Seja A C E, um ponto xo € E diz-se ponto de aderéncia de A se para todo B(xg,r),
teremos B(xg,r) NA # 0.

Definicao 1.3.8. O conjunto de todos os pontos de aderéncia de um conjunto A C E chama-se

fecho de A e designa-se A.
Definicao 1.3.9. Um conjunto A C E chama-se fechado se E \ A é aberto.

Teorema 1.3.3. A C E ¢é fechado se e s6 se A = A.

Demonstragéo. Claramente se para todo x € A e x aderente a A entio A C A. Vamos supor que
A ¢ A o que implica que existe um x € A tal que x ¢ A. Como A é fechado, entdo E \ A € aberto,
logo existe um r > 0 tal que B(x,r) C E \ A resultando em x ndo aderente a A, o que € um absurdo.
Portanto A CAe A =A.

Se A=A, edadox € E\A=x¢€ E\A, por isso existe um r > 0 tal que B(x,r) NA=0= B(x,r) C
E\ A entdo E \ A é aberto. Portanto A é fechado. O

Exemplo 1.3.3. Vamos mostrar que o fecho de A, A é o minimo conjunto fechado que compreende
A. Suponha B fechado e A C B C A. Agora suponha A ¢ B entdo existe x € A tal que x ¢ B mas
x € E\ B que é aberto, logo existe um r > 0 tal que B(x,r) C B = B(x,r)NA =0 o que é um

absurdo pois x € A. Logo A C B=> B = A como queriamos mostrar.

Exemplo 1.3.4. A=AF, com F fechado e A C F. Seja {F }c1, Fj, fechado tal que A C F) para

todo A € L. Como A é fechado, entdo A C A, logo existe Ay tal que Fy, =A. Logo ﬂ F, CF,=A.
AeL
Agora vamos mostrar que A C ﬂ F;. Supor que A ¢ ﬂ F;, entdo existe x € A tal que x ¢ ﬂ F;

AeL AeL AeL
logo existe Ay tal que x ¢ Fy, = x € E\ F), que é aberto. Existe um r > 0 tal que B(x,r) C E\ Fy, =

B(x,r)NA = 0 no que implica que x ndo é aderente a A, o que é um absurdo.

Definicao 1.3.10. Um ponto xo chama-se ponto de acumulacdo de A C E se para todo B(xo,r)
contém pontos de A diferentes de xy. Caso contrdrio, se existe B(xo,r) tal que B(xp,r) NA = {xp},

Xg € A, xo chama-se isolado.
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Lema 1.3.4. xo € E é um ponto de aderéncia de um conjunto A C E se, e somente se, d(x,A) = 0.
Demonstragdo. Basta observar que d(x,A) = infycs ||x—y|| =0 O

Definicao 1.3.11. Seja {x,} C E uma sequéncia. Dizemos que x, — xo € E uniformemente se

||xn — x0]| —> 0 com n — oo.

Exemplo 1.3.5. Seja x,(t) = t" —t*". Podemos afirmar que x,, converge para 0 em C[0,1]?
Seja

xlleo,1 = Joax |x(2)].

Desse modo, serd que x, — xo em C[0,1]? Temos que ||x, —xo|| —> O com n — eo. Para todo

€ > 0 existe N tal que para todo n > N obtemos ||x, — xo|| < €. Logo,

max (1) = xo(1)]| < e

Assim, ||x,(t) —x0(t)|| < € para todo t € [0,1]. Calculando,

max_|t" —¢*"| = max (" —t2”) :

0<t<1 0<r<1

Derivando, obtemos

nt" o =N (12" = 0=

Nl_ (=]

S|

Sendo assim, para t = 0 converge para 0 e parat = 2% converge para 1, e portanto, ndo converge
n

uniformemente.

Exemplo 1.3.6. Seja x,(t) = t" —t*". Temos que x, converge para 0 em L{[0,1]. Entdo,

1 1

1
0 _ tn_t2n dt = —— — —
%2 = Ol L, 0,17 /0 | | n+l 2n+l

com n —» oo,

Lema 1.3.5. Um ponto xo € E é um ponto de acumulacdo de A C E se, e somente se, existe x, € A

tal que x, — x.

Demonstragdo. =) Sejaxg o ponto de acumulacdo de A, entdo para todo € > 0 temos (B(xg,€) \ {x,})N
A # 0 Tome € = 1 e tome x, € B (x0,1) com x,, € A implica que ||x, —xo| < €. Assim dado € >0
existe n € N tal que % < g e portanto ¥ n = ny, ||x, — xo|| < € = x, —> xp com n — oo,

<) A volta é retroativa. O
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Definicao 1.3.12. A C E chama-se denso em E se A=E.

Exemplo 1.3.7. O conjunto dos niimeros racionais Q é denso em R. Veja que Q = R, pois toda

bola aberta em R contém os niimeros racionais.
Definicao 1.3.13. E ¢ separdvel se existe um conjunto enumerdvel e denso em E.

Exemplo 1.3.8. O conjunto dos niimeros reais R é separdvel, visto que o subconjunto QQ é enu-

merdvel e denso em R.

Definicao 1.3.14. Sejam E.F espacos normados. Seja D C E um conjunto aberto e f : D —
F uma aplicagdo. Diz-se que f é continua em xo € D se para todo € > 0 existe 8 », > 0 se
| f(x0) — f(x)|| < € para todo x € D tal que ||x — xo|| < 8¢, [ € continua em xy € D se, e 0 se,
para todo f(xo) existe Vy, tal que f(Vy,) C f(xo).

Definicao 1.3.15. Seja F um espagco normado e D C F. f:D — F ¢é continua em D se f é

continua em cada ponto de D.

Teorema 1.3.4. Sejam E,F dois espacos normados e f : E — F, entdo sdo equivalentes as se-

guintes propriedades, vdlidas para qualquer espagco topolégico.
i) f é continua em E;
ii) Y B C F aberto, ! (B) é aberto em E;
iii) ¥V B C F fechado, f~'(B) é fechado em E;

iv) VA CE temos f(A) C f(A).

Demonstracdo. Esses resultados sdo validos em uma espaco métrico qualquer. Uma demonstragao
pode ser obtida em (LIMA, 2013). O]

Definicao 1.3.16. Sejam E e F espagos normados, D C E um conunto aberto e f : D — F uma
aplicagdo. Diz-se que f é uniformemente continua em E se ¥ € > 0 existe 6 > 0 tal que || f(x) —

fOl<eVx,yeD, |x—y|| <.

Lema 1.3.6. Sejam E e F espagos normados e f,g: E —> F funcdes continuas. Entdo, S = {x €
E|f(x) = g(x)} éfechado em E.

Demonstragdo. Supor que xo € S, desse modo existe x, € S tal que x,, — xo = f(x,) — g(x,) €
g(xn) — g(xp), como f(x,) = g(x,) e pela unicidade do limite temos que f(xp) = g(xo) implica
que xo € S e, portanto S € fechado. O]
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Lema 1.3.7. (Principio de Extensdo de Identidades) Seja E,F dois espacos normados e A C E
denso em E. Supor f,g: E — F continuas, coincidem em A, ou seja, f(x) = g(x) para todo x € A.
Entdo f =g

Demonstragdo. O resultado decorre facilmente da continuidade de f e da densidade de A. De fato,
a continuidades de uma fun¢do em um ponto implica na continuidade em uma vizinhanga aberta

contendo o ponto. O

Teorema 1.3.5. Em um espaco normado E, as operagoes de soma e de produto por escalar sdo

continuas, quer dizer

(x,y) — x+y EXE —E

(a,x) — ax KxE—E

Demonstragdo. Provar que para todo {x,},{y,} CE,

= Xp+Yn —> X0 +Y0-
Yn — Y0
Dai,
[ (x0 +0) — (xn +yu) | < [IX0 — Xl + [yo — Y[l — 0.
Seja
Xn — X0
oy — O

devemos provar que o, x,, — 0 Xxg. Assim,
HOCOXO - anan = HanO — Oy Xo + Oty Xp — (xnan

< oo — ol - [[xol 4 |0t - bxo — xal-

Dai,
[0t x0 — Qx| < |00 — Q| - [|x0 [ + ¢ [|x0 — Xn]| —> O

pois |ag — 0| —> 0 e ||xo — x,|] — 0. O
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1.4 Espacos com Produto Interno

Definicao 1.4.1. Seja E um espago vetorial sobre R. O produto interno é uma aplicagcdo
(-, V:EXE—R, (x,y)— (x,y) €R
tal que para quaisquer x,y,z € E e o, € R
i) (x,x) 20; (x,x) =0=x=0;
ii) (x,y) = (v,x);
iii) (ax+By,z) = a(x,z) +B{y,z)
Esse espaco é conhecido como Espaco Euclidiano.
Definicao 1.4.2. Seja E um espago vetorial sobre C. O produto interno é um aplica¢do
(., V:EXE—C, (x,y)— (x,y) €C
tal que para quaisquer x,y,z € E e o, 3 € C
i) (x,x) 20; (x,x) =0=x=0;
i) (x,y) = (yx);

i) (ax+By,z) = a(x,z) + B(y,z)

Esse espaco é conhecido como Espaco Hermitiano.

Ambos os espacos apresentados chaman-se pré-Hilbertiano.

Exemplo 1.4.1. Para o caso real, seja E = R", entdo

(6,y) = X191+ + Xnyn-
Jd para o caso complexo, seja E = C", desse modo

(X,y) = X191+ + XV

Exemplo 1.4.2. Seja ¢>. Para o caso real, temos

<X7y> = Z XiYi
i=1
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e para o caso complexo temos

<X,y> = Z Xiyi-
i=1
Exemplo 1.4.3. Seja Lo um espago real. Assim,

(x.y) = /Q x(t)y(1) dt.

E seja Lo um espaco complexo. Entdo,

(x.y) = /Q ()5(1) dt.

Lema 1.4.1. (Cauchy-Schwarz) Em qualquer espaco pré-Hilbertiano E e para todo x,y € E vale

|G| < V0V (0h)-

Demonstracdo. Seja A € C, entdo (x+ Ay,x+Ay) > 0. Seja A = ?i:’}? com y # 0. Entio,
() ) [P
0 < (xx) — — +
%) oy oy )
[(x, )|
= < (x,x
) %)

=[x < (xx) (1,y)

Observagdo 1.4.1. Se ||x|| = /(x,x) entdo |{x,y)| < ||x]| - [|y|| para todos x,y € E.

Lema 1.4.2. Um espaco pré-Hilbertiano é um espagco normado relativamente a norma ||x|| =
v/ (x,x).

Demonstragdo. Provaremos apenas o axioma iii) da Defini¢do 1.2.1, uma vez que a verificacio dos

demais axiomas € imediato.
D) ||x]| =/ {x,x) =0e|x]| =0< (x,x) =0 x=0;

i) [ax|| = /{ax, ax) = \/ow(x,x) = |a|x]| V a € K;
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iii) Para todos x,y € E, usando a desigualdade de Cauchy-Schawarz obtemos

Ix+yl> = (x+yx+y)
= (x,x)+2Re (x,y) + (»,y)
< el 21+ Iyl
< el 20l Iyl + 111>

2

= (Il 1y )=
[
Definicao 1.4.3. Seja E um espagco normado com a norma || - ||g. Vamos supor que em E é definido
o produto interno (-, -). || - ||g € compativel com o produto interno (-, -) se ||x||g = \/{(x,x) para

todo x € E.

Lema 1.4.3. Seja E um espago pré-Hilbertiano e para todos x,y € E é vdlida a ldentidade do
Paralelogramo
2 2 2 2
[l 417 4 e =yl = 2[|x[|” +2{ [~

Demonstracdo. Somando as igualdades

x4+ )17 = [lx]|* + (x,3) + (3.x) + |]y]1?
Ix = ylI* = llx]|* = (x,y) = (3.x) + |Iy]*
obtemos
e+ ¥ 11> + llx = ylI> = 2lx]1> +2[1y[|>-
O

Teorema 1.4.1. Em um espaco normado E, existe um produto interno compativel com a norma

deste espaco se, e somente se, esta norma satisfaz a identidade do paralelogramo.
Demonstracdo. Veja (KREYSZIG, 1978) [

Exemplo 1.4.4. Seja o espago C[0,1] e ||x|| = [max |x(t)|. Vamos provar que C[0,1] ndo é pré-
\t\
Hilbertiano. Dados,

x()=1  Jx+yl=2 [xll=1

yoy =1 fx=yl=1 " |yl=1

Consequentemente,
Ix+y|*+ lx—y|* =4+ 1#£2+2.
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Logo, C|0, 1] com esta norma ndo é pré-Hilbertiano.

Lema 1.4.4. Em qualquer espaco pré-Hilbertiano E, o produto interno é uma aplicacdo continua

de E x E — C, quer dizer,

Vx,€E:x, — xp

Vyn €E 1y, — 0

implica que

(X, Yn) — (x0,¥0)

Demonstragdo. Para todos x,,y, € E temos,

|<Xn;J’n> - <X07YO>| = ‘ ((xn;yn> - <Xn,y()>) + (<xn7)’0> - <x0>)’0>) |
< (X%, Y0 —Y0)| + [{xXn — X0, Y0)|
< [lxallllyn = yoll =+ [l — xoll[[yol

Como {x,} é convergente, entdo {x,} é limitado, implica que existe M > 0 tal que ||x,|| < M.
Logo [{xn, yn) — (x0,30)| < M|lyn — ol +Yollxa —xol| —> 0 com M — oo. O

2

Defini¢io 1.4.4. Sejam, {E, (-, Y} e {E’, (-, -)p'} dois espagos pré-Hilbertianos. J : E — E’ ¢é

uma isometria destes espagos, se:
i) J: E — E' é um homomorfismo bijetor (isomorfismo) de espagos vetoriais;

ii) (J(x),J(v))g = (x,y)E para todo x,y € E.

1.5 Operadores Lineares Limitados

Definicao 1.5.1. Sejam E, F espagos normados e A : E — F um operador linear. A é limitado se
existe ¢ > 0 tal que ||Ax|| < c||x|| para todo x € E. Temos também que se A : D(A) — F ¢é limitado
se existe ¢ > 0 tal que ||Ax|| < c||x|| para todo x € D(A).

Exemplo 1.5.1. Todo operador linear {R",|| - ||} em {y,|| - ||y} € limitado. Seja {ey,ez,... e,}



base de R" e para todo x = (x1,xy...,x,) € R", x = (x1€] +x2€2 + ... +xnep). Entdo,

[Axlly = [lA(xier +x2e2+ ...+ xnen)|ly

|lx1Ae1 +x24e3 + ...+ xpAey]|y

xi] |Aer]ly + [x2] [[Aeally + ... + [xa] |Aen]]y
max [xif ([l e ly + ||A62MZ+ -+ |Aeny)

C

IA

IN

Logo,
|Ax]| < c||x]l Vx€R

Exemplo 1.5.2. Seja K € C([a,b] X [a,b]). Agora seja K : C ([a,b] X |a,b]) —> C|a,b] tal que
b
Kx(1) = / K(t,5)x(s) ds.
Entao,

/ab K(t,s)x(s)ds

|Kx|| = max
a<t<b

IN

b
max / IK(1,5)] |x(s)|ds

a<t<b

b
max / |K(t,s)|ds
a
b

IN

a<t<b

Portanto,

< .
argsaébh(S)\ < cllxllclap

Exemplo 1.5.3. Seja K(t,s) € L, ((a,b) x (a,b)). Seja K : Ly(a,b) —> Ly(a,b) tal que

b
Kx(r) = / K(t,5)x(s) ds.

32
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Temos que,
1
||Kx||L2(a7b) = (/ |Kx(t |2dt>
1
2 2
Xy </ S
2 3
Logo,

KX 2y (a6) < €l*l|yapy ¥ x € La(a,b)
onde ¢ = ||K||,((a,b)x (a,b))
Teorema 1.5.1. Um operador linear é continuo se, e somente se, ¢ limitado.

Demonstracdo. SejaA: D(A) C E — F um operador linear entre espagos normados.
=) Suponhamos que A é limitado com vista a mostrar que A é continuo. Seja € > 0 dado xy € D(a)
um elemento arbitrario. Escolhendo um 6 = ﬁ e para qualquer x € D(A) tal que |x —xp| < &
temos

[Ax — Axo| = |A(x —x0)| < [|A[] [x —x0] < [|A] 6 =e.

Logo A é continuo em xy, da arbitrariedade de xo € D(A) resulta que A é continuo.
<)Suponhamos agora que A é continuo, querendo mostar que A é limitado. Assim, para qualquer
xo € D(A) e qualquer € > 0 existe 0 > 0 e para todos os x € D(A) com |x — x| < 6 temos |Ax —
Axp| < €. Paray # 0 em D(A) definimos

X:=Xxo+—y <= x—x=—y = |x—x0|=296
Iyl 1yl
Logo
0 o
|Ax —Axo| = |[A(x—x0)| = |A| =y || = —|Ay| < €
1yl Iyl
ou ainda
lavl
Iyl

Passando ao supremo em ambos os lados sobre todos os y € D(A) tal que [y| = 1 obtemos [|A[| < £,

isto é, A é limitado. ]
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Lema 1.5.1. Sejam E,F espacos normados e A : E — F um operador linear limitado. Entdo,
para todo M C E limitado, A(M) é limitado em F.

Demonstragdo. Seja A : E — F limitado, entdo existe um ¢ > 0 tal que ||Ax|| < c||x|| para todo
x € E. Agora seja M C E limitado, onde existe um ¢; > 0 tal que ||x|| < ¢; para todo x € M. Para
todo y € A(M) existe um x € E tal que y = Ax.

Iyl = flAx]| < cllx]] < c- e

Logo, paratodoy € A(M) = ||y|| < c-cj, entdo A(M) é limitado. O

Teorema 1.5.2. Sejam E | F dois espacos normados e A : E — F um operador linear. Sdo equi-

valentes:
(i) Aé lipschitziana3;
(ii) A é uniformemente continuo;
(iii) A é continuo;
(iv) A é continuo em E;
(v) A é continuo em x =0;
(vi) sup{||A(x)||:x € Ee|x|] <1} < oo;
(vii) Existe uma constante ¢ > 0 tal que ||A(x)|| < cl||x|| para todo x € E.

Demonstracdo. As implicagdes (1) = (ii)) = (iii)) = (iv) s@o vélidas no contexto de espacos
métricos, ou seja, ndo dependem da linearidade de A.

(iv) = (v) Suponha A continuo no ponto xy € E. Seja € > 0. Entdo existe § > 0 tal que ||A(x) —
A(xp)|| < € sempre que ||x —xo|| < & Agora tome x € E tal que ||x — 0| = ||x]| < 6. Entao
| (x+x0) —x0|| = ||x]| < 0. Portanto

1A(x) =AO)]] = [[A(x) = O] = [[A(x) ]| = [[A(x) +A(x0) = A(x0)]
= [[A(x—x0) —Alx0)[ <,

provando que A é continuo em x = 0.

(v) = (vi) Da continuidade de A na origem existe § > 0 tal que ||A(x)|| < 1 sempre que ||x|| < 5. Se

3Definicdo: Dado um intervalo A C R, dizemos que uma funcdo f : I — R é lipschitziana em A, se existir
uma constante real ¢ > 0 (denominada constante de Lipschitz) tal que, |f(x1) — f(x2)| < ¢ |x] —x2|, para quaisquer
x1,x2 € A. Entdo podemos dizer que uma funcio lipschitziana € um processo de suavidade mais forte que a conjuntura
de continuidade uniforme. (SILVA, 2018, p. 34)
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x| < 1,
2
(vi) = (vii) Parax € E, x # 0, temos

3x|| < 8, eentio S[A(x)| = ||A (gx) | < 1. Isso prova que sup{||A(x)|| :x € E e ||x]| <

AN _ HA <_) H < sup{JAO) s Iyl < 1},

] 1]

e portanto ||[A(x)|| < (sup{||A(y)||: [|¥|| < 1}) ||x|| para todo x # 0. O resultado segue pois essa
desigualdade € trivialmente verificada para x = 0.
(vii) = (i) Dados x1,x, € E,

JAGx1 —A(e2))[| = [A(x1 —x2) | < cllx1 —x2),

e portanto A € lipschitziano com constante c. [

Definicao 1.5.2. Sejam E e F espacos normados e £ (E,F) o conjunto de todos os operadores
lineares limitados de E em F. Seja A € L (E,F) e seja B= B[0,1] C E. A(B) é limitado em F.

{||Ax|| : x € B} é limitado superiormente em R. Para todo x € B temos ||Ax|| < c.

Definicao 1.5.3. Paratodo A € L (E,F) temos |A|| = sup ||Ax|| < c com ||Ax|| < c||x]|.
Xl <1

Lema 1.5.2. Sejam E e F espacos normados para todo A € £ (E,F) temos:
i) ||Ax|| < ||A|| - ||x|| para todo x € E;
ii) Se ||Ax|| < c||x|| = ||A|| < ¢ para todo x € E;

iii) Se ||Ax|| < cl||x|| para todo x € E e existe um xy € E tal que ||xo|| < 1 e ||Ag|| = ¢ entdo
IA]] = ¢;

iv) Se ||Ax|| < cl||x|| para todo x € E e existe um x, € E tal que ||x,| <1 e ||Ax,|| — ¢ com

n — oo, implica que ||A|| = c.

Exemplo 1.5.4. Sejam € C|0,1] e seja M : C[0,1] — C|[0, 1], considere Mx(t) = m(t) - x(t).

¢l = max [m(r)x(r)| = max, m()] (1)

< ma t)|- ma t
< moax |m(r)] - max |x(r)]

Mx|| < = t)| = |m|. Sej t) =1=||Mxo| = t)- 1] =c
x| < cllxll com ¢ = max |m(t)] = |m]. Seja xo(t) IMxo]| = max |m(t) - 1] = c
M| = [[m]|

logo,

Portanto,
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1.6 Espacos de Banach

Um espac¢o de Banach, na Matemética, € um espago vetorial normado que é completo
como explicado na definicdo 1.6.2, ou seja, contém os limites de todas as sequéncias de elementos
de conjunto. O nome deste espaco deve-se ao nome do matematico Stefan Banach (1892 - 1945),
da Polonia. O mesmo contribuiu para a teoria das séries ortogonais e inovagdes na teoria de medida

e integracdo, na qual a contribui¢do mais importante dele foi na andlise funcional.

Definicao 1.6.1. Seja E um espagco normado. Uma sequéncia {x,} C E chama-se fundamental (ou

de Cauchy) se para todo € > 0 existe N > 0 tal que ||x, — x,,|| < € para todo n,m > N.
Exemplo 1.6.1. Qualquer sequéncia convergente é de Cauchy.

Exemplo 1.6.2. Seja £|a,b] = {Cla,b] ||| - ||.«}. Entado,

b
Iz = | ol
Lema 1.6.1. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstracdo. Dado € > 0 existe N; € N tal que para todos m,n > N = ||x,, —x,|| < € implica
que o conjunto x = {x1,x2,...,xx} € finito. Seja x;, € X tal que ||x;,|| = max |l%ill = {xn}nen C
X €

B(0, [lxi, || +€). =

Lema 1.6.2. Seja {x,} uma sequéncia de Cauchy em E espaco normado, que possui uma sub-

sequéncia {x, } convergente, digamos x,, — xo. Entdo {x,} é convergente e x,, — xy.

Lema 1.6.3. Seja E e F dois espacos normados e seja f : E — F uniformemente continua. Entdo

para todo {x,} de Cauchy implica que { f(x,)} é uma sequéncia de Cauchy em F.

Definicao 1.6.2. Um espagco normado E se chama espago de Banach (ou espago completo) se cada

sequéncia de Cauchy converge para um ponto deste espago.
Teorema 1.6.1. Cla,b| é de Banach.

Demonstracdo. Seja x,, C Cla,b], entdo para todo € > 0 existe N > 0 tal que
m,n =N = ||x, —xp| <€
Assim, para m,n > N,

argtegb [Xn(2) —xm(2)] < €
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Desta forma (x,(f)),en € uma sequéncia de Cauchy em R, para cada € [a,b]. Como R é completo,

existe um x(¢) € R tal que
Xn (1) — x(t)

Defina a funcéo x(¢) : [a,b] — R, onde x(¢) = lim x,(¢).

n—oo
Para provar que C[a,b| é de Banach, basta mostrar que x é uma fung@o continua e que x, —> x.
Mostraremos que x € Cla,b]. Sejam 11,1, € C|a, b] quaisquer, dado € > 0 pela convergéncia existem

Ni e N, tais que

n> N = () = x(0)] < 5 (N =Mi(e,n)
n > Na = alta) = 2()] < 5 (N2 = Na(e,12)

Denotemos por N = max{Ny, N, }. Por outro lado, pela continuidade de x,, no compacto [a,b] temos
que existe 6 > 0 tal que
E
It =] <6 = |xa(t1) —xa(t2)| < 3

Da desigualdade triangular obtemos que

pe(1) = x(12)[ < x(t1) =2 (11) ]+ bea(t1) — 2 (12)]
Tomando n > N e |t} — ;| < & concluimos que

umywmﬂ<§+§+§:e

De onde segue a continuidade de x Logo x € Cla,b]. Como (x,),en € uma sequéncia de Cauchy
em Cla,b]. Temos que para todo ¢ € [a,b] e para todo € > 0 existe N > 0, N = N(¢) tal que para
m,n = N,

(1) = 50)] < s (1) (1) < &

Fazendo m — e temos que para todo t € [a,b],

n>N=|x,(t) —x(t)| < €

Tomando o maximo,

n>N=|x,—x|| = max I, (2) —x(2)] < €
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Donde concluimos que x,, —> x como queriamos demonstrar. Portanto Cla, b] é de Banach. ]

Teorema 1.6.2. O espago £, (a,b) com (p = 1) é completo.

Demonstragdo. Sejax, qualquer sequéncia de Cauchy no espago %), (a,b), onde x,, = <§1(m) &y ) :

Entdo, para cada € > 0 hd um N tal que para todo m,n > N,

1
p

d (3, 20) = (Zl & —5}")|P> <e.

Jj=

Segue-se que para cada j =1,2,..., temos
(m) _ g(n)
g -g <e (mon > N).

Agora escolhemos um j fixo. Em |§J(m) — 5}")|, vemos que (61(]),52(2), : ) ¢ uma sequéncia de

)

nimeros de Cauchy. Ele converge visto que R e C sdo completos, digamos & ](m — &; como

m — oo. Usando esses limites, definimos x = (§;, &, - - - ) e mostramos que x € £, (a,b) € X, — x.
De

d(xpm,xn) = (i |§J(m)_§;n)|p)p <E&

j=1

temos para todo m,n > N
S
Y Igm g <er (k=1,2,:).
j=1
Deixando n — oo, obtemos para m > N

£ g lr < er (k=1,2,--).

™M=

.
Il
—_

Podemos agora deixar k — oo, entdo param > N

£ —gp <. (+5)

™

I
_

J

Isso mostra que x,, —x = (‘g’J(m) - §]> € Zy(a,b). Como x, € Z,(a,b), segue-se por meio da
desigualdade de Minkowski, que

x=Xp+ (x—xn) € Zy(a,b).
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Além disso, a série em (xx) representa [d(x,,,x)]”, de modo que (*x) implica que x,, —> x. Visto
que (x,,,) era uma sequéncia de Cauchy arbitrria em .%),(a,b), isso prova a integridade de %), (a, b)
onde p > 1. O]

Observagdo 1.6.1. O espago .2} |a, b] ndo é completo.

Teorema 1.6.3. (Bolas Encaixadas) Em qualquer espaco de Banach, qualquer sequéncia de bolas

fechadas encaixadas uma na outra, cujos raios tendem para zero possui um unico ponto em comum.

Demonstragdo. Seja Blxy,r1] D Blxp,r2] D ... D Blxy,r| D ... tal que r, — 0 com n — oo. Seja
{xn}. Vamos provar que {x,} é de Cauchy. De fato, para todo m > n, B[X;,rm| D Blxn,rs| =
|| %1 — Xm|| < r, para todo m > n. Entdo, para todo € > 0 existe N € N tal que para todo n > Ng,
r, < € para todo n > ng. Assim,

||y — xm|| < €
para todo m > n implica que {x,} é de Cauchy. Agora, existe um x : x, — x em X. Para todo
n € N temos ||x, —x|| < € = x € Bx,, r,] para todo n € N

=yl < [x=xal| + [y = xal| <27 <O=x =Y.

O]

Definicao 1.6.3. Um conjunto A C E se chama raro se para toda bola aberta B em E, existe B C B,
com By aberta tal que AN B # 0.

Lema 1.6.4. A C E é raro se, e somente se, A = 0, se A ndo compreende nenhuma bola aberta.

Demonstragdo. =) A é raro, ento existe B C A com B aberta. Seja B = B(xg,r) C A para todo
B(x,r) C B(xg,r9) C A Logo, B(x,r) NA # 0 o que é uma contradic@o.

<) Vamos supor que A nio contém nenhuma bola aberta mas A é raro. Existe B aberta para todo
By C Be ANB; # 0. Para todo x € B existe r > 0 tal que B(x,r) C B. Entdo B(x,r)NA# 0 =x €
A = B C A o que é um absurdo. O

Definicao 1.6.4. Um conjunto em espaco normado E se denomina de 1¢ categoria se este conjunto
pode ser apresentado como uma reunido enumerdvel de conjuntos raros, caso contrdrio, chama-se

de 24 categoria.
Teorema 1.6.4. (Baire) Qualquer espaco de Banach é um conjunto de 2* categoria.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que E seja de 14 categoria, ou seja,
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E, raro em E para todo m € N. Seja B uma bola qualquer em E aberta, entdo existe B; C B tal que
BiNE; = 0. Suponha By = B(xy,ry), entdo Bx;, 4] C B(xi,r;) C B. Portanto, existe B[x;,r{] C B
tal que B[xy,r]NE; = 0.

Seja B(x1, 5 ), por conseguinte, existe B[xy,r2] C B[xy,r(] tal que Blxy, 2] NE> = 0.

Seguindo o raciocinio, construimos a sequéncia
B[x1,r1] D) B[)Q,r‘z] D...D B[xn,rn] D B[xn+1,rn+1]

e ainda
Blxp,ry]NE, =0 VneN

Temos r,, — o com n — 0. Portanto existe x € E, x € B|x,, | para todo n € N mas x ¢ E, para

todo n € N, ou seja,
x¢E=JE,
n=1
o que € um absurdo. Logo, E € de 24 categoria. 0

Teorema 1.6.5. (Teorema de Baire Outra Forma) Seja E um espaco de Banach, tal que E = U E,,

n=1
com F, fechado em E para todo n € N. Entdo, pelo menos um dos F, contém uma bola aberta.

Corolario 1.6.1. Todo espaco de Banach ndo é enumerdvel.

Demonstragdo. Supor X = {x1,x2,...,%,...} =X = U {x,}, isso € um absurdo. Pois contradiz

n=1
0 teorema anterior. O

Definicao 1.6.5. Seja {x,} C X, a série associada a essa sequéncia é
oo
2
n=1

A expressdo Sy = X1 +Xx2 + ... +xy chama-se soma parcial de “ordem” N da série. Dizemos que:

* ) x, converge se {Sy} converge;
n=1

Xn converge absolutamente se Y ||xu|| < +ee.
n=1 n=1

Lema 1.6.5. Seja X um espaco de Banach. Entdo

) %
n=1
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converge em X se, e somente se, para todo € > 0, existeum N e NVn>NeV peN
n+p
Z Xpl| < E

k=n+1

Teorema 1.6.6. X é um espaco de Banach se e sé se para toda série neste espagco que converge

absolutamente é convergente.

Demonstra¢do. =) Seja X um espacgo de Banach e
Y
n=1

converge absolutamente, isso implica que

PR
n=1

converge para R. Entdo para todo € > 0 existe um N € N tal que paratodon > N e paratodo p € N

n+p
Yl <e.
k=n+1
Donde,
n+p n+p
Y uf< ¥ ul<e
k=n+1 k=n+1

Entao Z X, converge.
n=1
<) Seja X um espago normado tal que para toda série que converge absolutamente é convergente.

Seja {x, }nen de Cauchy, entdo para todo € > 0 existe um N tal que para todos m,n > Ng temos

|| — xm|| < €.

Tome
1 1
£ = Eﬂnltalque||xnl—xm||<§ Vm>n
1 1 1
e = ?Eln2>n1talque|]xn2—xm||<? ‘v’m>nz:>||xnl_xnz||<5
e = ?Eln3>n2talque|]xn3—xm|]<§ Vm>n3:>||xn2—xn3||<?
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Assim construimos uma subsequéncia {x,, } tal que

1
”xnk_xnk+1|| S? VkGN

Considere a série: -
Xny + Z (xnk+1 _xnk)
k=1

€ note que
(o] oo 1
me |+ Z ||xnk+1 _xnk” < me |+ Z ok < Hoo.
k=1 k=1
Note que
SN = Xn, + (Xn2 _xnl) + (xn3 _xnz) +.o.t (an+1 _xnzv) = Xnyyq
Entdo {x,, } converge. Logo {x,} converge e, portanto X é de Banach. O

Defini¢ao 1.6.6. Uma base de Schauder em um espaco de Banach X é uma sequéncia (ey)nen tal

que para todo x € X existe um unico c,(x) € K de forma que:
1. x= Z cn(x)ens
n=1
2. x — cu(x) é uma funcional linear continua para todo n € N.

Teorema 1.6.7. Um espaco de Banach que possui uma base de Schauder é separdvel.

Demonstragdo. Vamos supor que X é de Banach e existe {¢, } tal que para todo

x= Z cn(x)ey.
n=1

Seja
n
S=<x=) qrerlgr Q.
k=1

Vamos mostrar que S é denso em X. Seja € > 0. Temos para todo x € X

(o]
X = Z Cnén,
n=1

existe um N tal que

<8
5

N
X— Z Cnén
n=1
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Seja M = max existe ¢1,492,...,qn € Q tal que |c, — gu| < 55y comn = 1,2,...,N. Entdo,
SN

N N N N
x= Y quen| = ||x— Y cuen+ ) cnea— Y quen
n=1 n=1 n=1 n=1
N N
< X—chen +Z|Cn_qn| [[enl|
n=1 n=1
€ £
< —+——MN=¢
2 + 2MN
e como S € enumeravel, vem que X € separavel. [

1.7 Normas Equivalentes - Elementos de Teoria de Aproximacao

em Espacos Normados

Definicao 1.7.1. Sejam V um espago vetoriale || - ||1, || - ||2. Vamos dizer que || - ||| é subordinada
anorma || - ||2 se existe ¢ > 0 tal que ||x||; < c||x||2 para todo x €V.
Duas normas se chamam equivalentes (| ||; ~ | ||2) se elas sdo subordinadas uma a

outra.

Exemplo 1.7.1. Seja o espaco vetorial V = C|0, 1] com

1
[x[| = max |x(z)| e ||x|h=/0 jx(2) ]t

0<r<1

Temos que || ||1 é subordinada a || || para todo x € C|0, 1]

1 1
Il = | eolar < [ | max @] dr = sl = Il < ) v .
0 0 [0<t<1

Porém || || ndo é subordinada a norma || ||1. Considere a sequéncia de fungoes:
4
0, 0<r<i-1
2 1 1 1 1 1
. n(t—5+5), 31— 5<t<;
=
2/(1 1 1 1 1
w(ta—t),  aSisa+y
0, J+i<i<i
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Note que ||x,|| =n — oo com n — oo, mas

1
el = [l dr = 1.

Teorema 1.7.1. Em R" todas as normas sdo equivalentes entre si.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que para todo || || em R, é equivalente a || ||;, sendo ||x|[; =

|x1| + |x2| + ... 4 |xn|, para todo x = (x1,x2,...,x,) € R".

Seja {ej,ea,...,e,} uma base candonica em R" e seja M = max lle1]]s
<i<n

Ixl[ = lxier+x2e2+ ...+ xnenl| < 1] [ler]| + w2 [[e2]] + . + [xn] [len]]
< M (x| + x4+ |x) = M|jx]); Vx e R

SejaX = {R|| [1}ef:X — K
£x) = x|

Vamos provar que f € Lipschitz. Entdo,

f) =D = Tl =1y < e =yl < Mllx =yl
fx)—f) < Mlx—ylh

Logo f € Lipschitz e f € continua em X.
Seja S = {x € R"| ||x||; = 1}, que é compacto, em R”". Pelo Teorema de Weierstrass, existe d > 0
tal que f(x) > d para todo x € S. Seja x € R” com x # 0 entdo,

X X
£(5) 2= |22 a= 1t =
I %l
ou
1
ol < = ]
para todo x € R", como queriamos demonstrar. 0

Definicao 1.7.2. Sejam X e Y dois espacos normados. J : X — Y chama-se homeomorfismo de X

emY se:
i) J é bijetora;
ii) J e J~! sdo continuas.

Corolario 1.7.1. Todos os espagos normados sobre R de mesma dimensao finita sdo homeomorfos

entre si.
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Demonstragdo. Seja V, tal que dimV = n, entdo V = R". Vamos provar que V = {R"|| |lv} é
homeomorfo a {R",|| ||} = X. Defina

J:R" — R" Jx=x J:V—X.

Existe ¢ tal que ||x||y < c1]|x||1 e existe ¢, tal que ||x|[; < ¢z ||x||v para todo x € R. Assim,

Corolario 1.7.2. Todo espaco normado de dimensdo finita é completo.

Demonstracdo. Seja Y um subespaco de dimensio finita de um espaco normado X. Agora, seja

ym uma sequéncia de Cauchy qualquer em Y. Seja {ej,es,...,e,} uma base Y. Entdo, y, =

(xl(m)el 4+ 4 Ot,(,m)en. Dado € > 0, existe N tal que

<

- ) ()
e Y Jof” —af = lym =l <&
j=1

% (o)

para algum ¢ > 0. Assim,

‘aj(.m) — ocj(.r)

S| om) ()] €
gzl ’ocj —a)| <3 YmrsN j=12.0n
J:

Logo <Ocj(.m) (m)

> € de Cauchy, j =1,2,...,n e, portanto Ocjm — o¢j quando m — oo.

Definay = aje; + -+ o6, € Y. Temos,

n n
bm =yl =||X (& =as)e| < X | =] fles] —0
j=1 j=1
quando m — oo, Portanto y,, — y. Logo Y é completo. [

Corolario 1.7.3. Em um espaco normado, qualquer subespaco de dimensdo finita é fechado.

Demonstragdo. Como o espaco € de dimensao finita, o subespaco € completo, logo necessaria-

mente fechado como subespaco. [

Exemplo 1.7.2. Em um espaco normado, todo conjunto completo é fechado. Em espaco de Banach,

todo subconjunto fechado é completo.
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Definicao 1.7.3. Seja m C X, M um conjunto num espaco normado. M é completo se para toda

sequéncia de Cauchy {x,} C M converge para um ponto em M.

Teorema 1.7.2. Um espaco de Banach de dimensdo infinita ndo possui uma base de Hamel enu-

merdvel.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que X possui uma base de Hamel enumerével {e;} jcn entio,

X = Z{e;}. Paracadan € N seja L, = Z{ey,ez,...,e,}. Obviamente X = U L,. Para todo
n=1
n temos L, fechado. Pelo Teorema de Baire existe um ng tal que L,, contém uma bola aberta.

Contradi¢do, pois um subespacgo proprio de um espago normado ndo contém nenhuma bola aberta.
]

Definicao 1.7.4. Seja L C X um subconjunto vetorial fechado de um espaco normado X, e seja

x € X. Dizemos que y € L é um vetor de melhor aproximacdo de x em L se,

=yl = dxL),

—y|| = inf|x—1
=yl = infllx—1|

Teorema 1.7.3. Seja X um espaco normadoe L C X subespagco com dimL < +oo. Entdo para todo

x € X existe pelo menos umy € L tal que y é melhor aproximagdo de x em L.

7z

(&

Demonstra¢do. Suponha dimL = n isso implica que L = R". Assim L= {R" || - ||} onde || -
equivalente a || - ||; pois existe c1,cz2 > 0 tal que c1||x|[1 < [|x]| < c2|x]]1-
Temos que provar que existe um x € L tal que ||x—y|| = }n{ ||x—2|].

S

Considere f(¢) = ||x—¢||, ¢ € L, entdo provar que existe y € L tal que f(y) = }Ielif(ﬁ) =d=d(x,L).
a) %IGIIf:Hx—EH =0=d(x,L)=0=xeL=y=nx.
b) d(x,L)=d > 0.

Vamos provar que f(¢) é continua em {R",|| ||;}. Paratodo ¢,¢; € L temos,

fl—f) = [lx=bll=llx—Lf [ <[(x—£) = (x—£)]
= || =L < e[l — 22

|f(lr—f(f2)) < ey — Ll

Seja
d
oo Il+d
1
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Provemos que para todo / € L\ B[0,R] logo f(I) > d. De fato

SO = A=l = [l =[xl T = 11l = llxll = exllel]s = [l
x||+d
> cR—||x|| > Ixl+4 -c1 —||x]| =4d.
c
Pelo Teorema de Weierstrass, existe um y € B[O, R] tal que f(y) =d. [l

Definicao 1.7.5. Diz-se que um espagco normado X é estritamente normado se para todo x,y € X,
com x #y, tem-se

Il = Iyl = R = llx+y] <2R

Exemplo 1.7.3. Todo espaco normado com produto interno é estritamente normado. Para provar

basta utilizarmos a identidade do paralelogramo. Pela identidade do paralelogramo temos
2 2 2 2 2 2 2 2
[+ 317+ e = yI17 = 2[x ]I+ 2[yl]" = e+ y117 = 2[lx[|* + 2{[yl]” = llx = ¥l]
se ||x]| = |lyl| entao
e+ y|2 = 4R — |x—y|? < 4R® Vx #1y.

Exemplo 1.7.4. O espaco Cla,b] ndo é estritamente normado. Basta tomar um contra exemplo.

Sejam

t—a
b—a

x(t)=1 e y(1)=

Vamos verificar que ndo satisfaz a desigualdade acima. Sejam

t—a
Ix(@) =1 e |y(®)ll = sup |y(t)|= sup |;—|=1
t€la,b] t€la,b] a
pois para todot < b=1t—a <b—alogo, It;TZ < 1. Entdo
r—a
(6) +3(1) | = sup [14+—%| =2 =2R,
t€la,b] b—a

Exemplo 1.7.5. Vamos provar que €, é estritamente normado para p > 1. Para isso, sejax #y € (),

tais que ||x|| = ||y|| = R. Seja

(1P = 113117 =} ail” =} Iyil”
i=1 i=1
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Entdo

oo

e+ = Z i +yif” < ZPZ(Ixz'Ier!yilp) =27y llP+27 ) Ivil”

i=1 i=1 ifl i=1
1
lx+yl7 < 2<Z!xz'!p+2|yi!”> <2<Z!X:I”) +2<Z|yz!”) <2([lx[l+ Iyl =
i=1 i=1

Teorema 1.7.4. Seja X um espaco estritamente normado e L C X um subespago fechado. Entdo

para todo x € X ndo existe mais que uma melhor aproximagdo de x em L.

Demonstragdo. Supona que para x € X existem y1,y; € L tal que
lx=yill =[x =y2l| =d = d(x,L).

Por um lado temos

yi+y2

>2d.
el

[(e=y1) + (x=y2) [ = [[2x = (y1 +y2)[| = 2[]x =

Por outro lado
[Cc=y1)+@x=y)|| < x =yl +|x—y2| =d+d =2d.

Logo,
[(x—y1)+ (x—y2)| =2d

implica que X ndo € estritamente normado o que € uma contradi¢do. Portanto vale a tese. [

Teorema 1.7.5. Seja X um espaco normado e seja L C X um subespaco vetorial fechado L # X.
Entdo, para todo 0 < € < 1 existe ug € X \ L tal que:

i) fluell = 1;
ii) ||ue —1|| >1—¢€paratodol € L.

Demonstragcdo. Sejauy € X\ Le sejad =d(up,L) >0
d = inf |lug —1||.
leL

Para todo 0 < € < 1 existe [z € L tal que pela defini¢dao de cota superior temos

d
d < luo —lell < 7—-
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Definindo ue = %, vamos provar que ug satisfaz i) e ii).
—le

A prova da primeira condi¢do é 6bvio por causa da constru¢do de uc. Para provar a segunda

condi¢ao temos:

€L
~1 ~ —L|-D)) . d
HMS—ZHZ‘ uo —le _ZHZHMO (Ie + |Juo — Le|| )||/ 1k
[luto — Lel [luo — Lel T
como queriamos demonstrar. 0

1.8 Complemento de um Espaco Normado - Integral de Lebes-

gue

Definicao 1.8.1. Seja X um espaco normado e Y um espaco de Banach, chama-se complemento de

X se emY existe um subespaco Yy C Y tal que:
i) Yo édensoemY;
ii) Yy € isométrico a X como espagco normado.

Exemplo 1.8.1. Seja Pla,b] o conjuntos dos polinémio definidos em |a,b|. Temos que

= t
1l algggbm( )|

Com isso, o conjunto Cla,b] é o complemento de Pla,b].

Lema 1.8.1. Seja Y um espaco normado e Yo C Y denso. Suponha que qualquer sequéncia de

Cauchy em Yy converge para um ponto em Y, entdo Y é de Banach.

Demonstracdo. Seja {x,} uma sequéncia de Cauchy em Y. Como ¥, = Y implica que para todo
X, €Y existe y, € yp tal que ||x, — yu|| < % para todo n.
Vamos provar que {y,} C Yy é de Cauchy.

1 1
yn =yl < Wy =25all + e = Yl - [Pn = X | < ==+ |l = ]| — O
com n,m — oo. Portanto existe y € Y tal que y, — y. Entdo
1
[Pin =311 <l = yull - llya =Yl < = - [lyn = 1] = 0.

Logo, x, — y e portanto Y é de Banach. 0
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Definicao 1.8.2. Sejam X e Y dois espacos normados, A C X e fo: A — Y uma aplicacdo. Uma
aplicagdo f : X — Y se chama extensdo de fy se f(x) = fo(x) para todo x € A

Lema 1.8.2. Seja X um espagco normado e Y um espaco de Banach e seja A C X um subconjunto
denso em X. Entdo para todo fy: A — Y uniformemente continua existe uma vnica extensdo

f: X — Y que é uniformemente continua.

Demonstragdo. Sejax € X. Como A = X entilo existe x, € A tal que x,, —> x implica que {x,} é
de Cauchy. Como f ¢ uniformemente continua entdo { fo(x,)} é de Cauchy. Como Y é de Banach
existe y € Y tal que fo(x,) —> y. Sejay, € A:y, —> x. Temos que provar que fy(y,) — y. Temos

que,

1f0(vn) =¥l < [fo(vn) = folxa) [| 4[| fo(xa) — ¥ (1.1)

Dat, temos [| fo(ya) — fo(xa)[| — 0 ¢ [[fo(xn) —y[| — 0.
Para provar 1.1, seja € > 0 e seja 6 > 0 tal que || fo(x) — fo(y)|| < §. Para todo x,y € A temos
|x—y|| < 6. Como

)
X, —x = dnp talque Vn >n Hxn—x]|<§

0
Yo —>x = dnp talque Yn>mn ||Yn—x||<§

Seja N = max{nj,n,} para todo n > N temos
€ €
[l = yull < fbon =2l + [lx =yull < 5 + 5 =&

Portanto
€

HfO(yn) — fo(xo)|| < )

com n — oo, Defina f: X — Y tal que f(x) =y. Vamos provar que f é extensdo de fy e que é a

= [lfo(yn) = folx)[| — 0

unica. Seja x, = x para todo n € N, entdo

) —y=f(x)= folx) = f(x) YxeA.

Agora vamos provar que f € uniformemente continua. Logo para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

1505 - h <5 VEF €A
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com ||¥— || < &. Para todo x,y € X temos

15 Ce) = S < 1) = S+ [1/0(®) = fo) | + 1 fo(F) = F W)

Suponha [[x —y|| < §£. Como A ¢ denso existe {x,} C A e {y,} CA tal que x, — xey, — .
Entao
0 o

0
= yall < lta =]+ =yl + Iy —3all < S+ 5+ =8

LA = £ < £ = o) | o) = folo) |+ folm) = FO) | < 5 +5 +5 =

sendo que [|£(x) = foln)ll < £ 1foCen) — folm)ll < & & [Lfo(ya) — FO) < & pra um n grande.
Como duas funcdes que coincidem num conjunto denso sao iguais em todo espaco, logo temos a

unicidade. L

Teorema 1.8.1. Para qualquer espaco normado X, sempre existe um espaco de Banach Y que é

complemento de X e todos os complementos de X sdo isométricos entre si.

Demonstracdo. Seja X o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy em X. Diremos que {x,} ~

{yn} < 1lim |[x, — ya|| = 0. Seja X o conjunto de todas as classes de equivaléncia em X.
n—oo

Primeiro devemos provar que X é um espaco vetorial com as operacoes

+ X+ y={x,+yn}

ax = {ax,}.
Vamos provar para adi¢do. Tome {x,} € xe {y},} € y. Entdo,
{2} ~ {xa} < I, — x| — 0

O ~{mt e =l —0

logo
{xn+yn} ~ Ay} & G +3n) = G YIS llxn — x|+ [lyn = Yol — 0

[I3nE

0 que prova que “+’estd bem definido. Idem para provar “-”.
Considere que X seja um espaco vetorial. Entdo considere X e tome N = {X = {x,}|x, —> 0} entfio
X =X/N.

Defina ||x|| = li_r>n ||| com {x,,} € x.
n—oo
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a) | 1%l = [[xml] | < |[xn —xm|| — 0. Isso implica que {||x,||} é de Cauchy em R, entdo {||x,|| }

¢ converente e existe o limite ||x|| = lim ||x,||-
n—soo

b) {x,} ~ {xu}, entdo | ||X,|| — |[xx]| | < ||x}, — xn|| —> O com n — oo implica que o limite

|x]| = li_r>n ||x,|| estd bem definido, ou seja, ndo depende de representante.
n—roco

Vamos provar que ||x|| é de fato uma norma.

o~

i) %] > 0. %] = 0= lim x| = 0= lim s, 0] = 0= {x,} ~ {0} = T=0.
i) (o] = lim [l x| = lim [t] x| = [et] lim [l | = [et] ],

ii1) [|xn 4 yull < ||x]] + ||yn]]- Aplicando o limite em ambos os lados obtemos

Hm o 4 yal| < Hm o] + lim [Jy, || = X431 < [Ix]} + (Y]
n—oo n—oo n—oo

A partir daqui esta faltando provar os seguintes itens:
1. Encontrar Xy C X tal que X = Xy (s@o isométricos) com X denso;
2. X éde Banach;

3. Todos os complementos sdo isométricos.

. s . A . A . o~ —_—
1) Seja Xp C X, onde cada classe de equivaléncia compreende uma sequéncia constante x = {x, x;... X, ..

E ficil ver que
J:X —Xo e Jx={xx .. X,...}

logo J € isometria.

—

x5 = [H{x x| = lim [l = [lx][x

AN ~ —_—
Vamos provar que Xp é denso em X. Sejax € X e X = {x1,X2,...,Xp,...}. Provar que existe x, € Xy

tal que X, — xem X

—

)?1 = {xl,xl,...,xl,...}

~ —_—

X2 = {)C2,XQ,...,X2,...}
—_—

Xn = {Xn,XnyeooyXnyoo b

3.
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logo lim ||x, —X|| = lim lim ||x, — x,,|| = 0 pois {x,} é de Cauchy.
A}’l—>°° n—oo p—ro0

2) X é de Banach. Pelo Lema 2.8.1, basta verificar que para toda sequéncia de Cauchy em Xj

converge. Seja x,, uma sequéncia de Cauchy em X, ou seja, x,, € Xy para todo n e || X, — X, || — 0

com m,n — oo. Note que
|1 — X || = Wm0 ||y, — X3 || = || — Xim|| — O
n—soo

com 71,m — oo, ou seja, {x,} é de Cauchy em X, entdo {5} =€ X = 5, — . Logo Xy é de
Banach.

3) Suponha que existem dois complementos Y7, Y, do espaco X. Entéo existem Y| = X e ¥, = X no
que implica em ¥{ 2 ¥, logo existe J : Y] — ¥; que é isometria e portanto existe J ! : ¥; — .
Donde

J T y=I Vyey;
Jlix=IxVxeY|.

Como Y{ e YZ’ sdo densos em Y| e Y>, podemos entender JeJ vaJeJ definidasemY, eV,
respectivamente e que coincide com J e J~! em Y/ e Y;, de modo que J - J'=r1eJ7'.J=1I Dai

em diante vamos verificar que J € uma isometria.

Seja ||/x|| = ||x|| par todo x € Y;. Existe x, : x, — x com x, € Y], entdo
x| = [Vl = -
Passando o limite concluimos que J € isometria. Portanto Y| e Y, s@o isométricos. ]

Lembrando: %), [a,b] = {Cla,b],|| - ||}, onde

Il = (/b |x(t),pdt) '

Definicao 1.8.3. L[a,b] é o complemento de £ [a,b] com p > 1.

Lema 1.8.3. Para qualquer x € Ly[a,b] existe um tinico

b
lim [ x,(¢)dt

n—eo Jq
sendo {x,} € X, que ndo depende da escolha de representante em classe de equivaléncia.

Demonstracdo. Seja {x,} uma sequéncia de Cauchy em % [a, b], isso implica que { [ f Xn(t)dt} é
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uma sequéncia de Cauchy em R. Entao

/abxn(t)dt—/abxm(t)dt _ /ab[ (1) —xm(1)] dt

com m,n — o, Seja
i}~ {xn} & |l — vl 2jap) — 0

< [ balt) —xu0)1 = s 101y —0

com n — . Entao b
lim t)dt = lim / yu(t

n—oo n—soo

/ab Xn(t)dt — /ab yu(t)dt

com n — oo. O que nos diz que hd independéncia da escolha do representante, portanto a unicidade,

logo,

< |l = yull £jap) — O

logo, como no enunciado existe um unico limite, como queriamos demonstrar. O

Definicao 1.8.4. Seja uma funcdo f(t) na qual estd definida em qualquer sequéncia em |a,b], f(t)

se diz integrdvel (ou Lebesgue integrdvel) se existe x,(t) € Cla,b] tal que:
i) {xn} é fundamental ou de Cauchy em £i|a,b);

ii) x,(t) — f(t) qualquer sequéncia em |a,D).

O valor I = lim / D a(t)dt = (2) / " feyar

Exemplo 1.8.2. Seja f(t) = % definida em [0, 1]. Temos que

1
vn+1, 0<r<
_ n+1
xn(t) =19 1 Lo
_’ _t_
Vit n+1

sendo x, € C[0,1] e x,(t) — f(t) qualquer sequéncia em [0,1]. Logo,

/] 6 (1) — 2 (1) 1.
0

Suponha m > n, entdo

! ..
| b =aldr = [ beale) —iale)
= /'"+1 (\/m+l—\/n+1 dt+/ \/ W)dt—>0

m+1
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Qualquer integral imprépria pode ser calculada dessa maneira.
Lema 1.8.4. Cla,b] é denso em Ly|a,b], para p > 1.

Demonstragdo. Para cada x € Cla,b], considere

Ix= /ab x(t)dt

sendo que / € limitado. Entao

b 1
[ Ix] S/a U@ dr < [|1lg [Ixllq = (0 = a)7|x[|-
Temos o seguinte
Lyla,b] D Cla,b) — R

I : Lyla,b] — R é aintegral de Lebesgue vista como extensao de / definida em C[a, b] que é denso
em Ly[a,b]. O

Teorema 1.8.2. Para todo p > 1, todo x € L,|a,b] corresponde a uma tinica classe de equivaléncia
de funcdes quase sempre iguais entre si em [a,b| tal que x(t) é mensurdvel e |x|P é Lebesgue

Integrdvel em [a,b]. O espago Ly|a,b] com a norma

= ([ o)

é um espaco de Banach.

Demonstragdo. Ja sabemos que Lp[a,b] é um espaco normado. Resta provar que é um espago
completo. Para isso, seja x, com n = 1,2,... uma sequéncia de Cauchy em L,[a,b]. Entdo, dado
€ > 0 existe M = M(€)zinN tal que

b
/ n = | = [ — x||2 < &7 sempre que m,n > M.
a

Seja y; com 1 < k < oo uma subsequéncia de x;, tal que ||y;,; — yx|| < 27* para todo k € N. Consi-
dere a funcdo

y:la;b] — RU{eo}, y(c) = [y1(c)] +ki Vi1 (e) =yele)l- (%)
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Sabemos que y € mensurdvel e ndo-negativa. Além disso,
" P
y(c)|? = lim <|y1(x)| + Y rrile) —yk(C)|> :
e k=1
Dai, temos que, pelo Lema de Fatou

b b n p
[l ar< gim e [ (il Y -l | de.
a e a k=1

Elevando ambos os membros a 119 e usando a desigualdade de Minkowski, obtemos

1
b 7 n
[l ar)” < gim ot (allp+ Y e =iy ) < ol + 1.
a e k=1

Entdo, definindo A = {c € [a,b] : y(c) < e}, da inequacao anterior, podemos concluir que #([a,b] —
A) =0. Logo a série (*) converge exceto talvez no conjunto de medida nula [a,b] — A, isto é, a série

converge t-quase sempre. Segue que a fun¢io

b »
gl = ([ Worar)”,

onde y4 € a funcdo caracteristica de A. Defina entdo x : [a,b] — K por

yi+ Y, Grri(c) —w(e)), se c €A,
x(c) = k=1

0, se c¢A.
Como yr =y1 + (2 —y1)+ (3 —y2) + -+ (Vk+1 — Yk), temos

k—1
Vi(e)] < Jyi(e)|+ ; yj+1(e) =yj(e)] <¥(c)

para todo ¢ € yi(c) — x(c) para todo ¢ € A, isto é, a sequéncia y; converge para x f-quase sempre.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que

vl = ([ Worar) g

Como |x — y(k)|? < (x| + [yx])? < (2y)P - xa t-quase sempre e limg o, |x — y(k)|P? = 0 t-quase
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sempre, novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

b b
lim/ |x—y(k)|pdt:/ 0dt = 0.
k—eo Jq a

Dai concluimos que yy — x em

o= ( |x<r>|Pdr)‘l’,

e portanto y; —> x em Ly[a,b]. Assim, x,, ¢ uma sequéncia de Cauchy que tem uma subsequéncia

Yk que converge para x. Segue imediatamente que x, — x em L, |a, b]. [

Observacdo 1.8.1. O Lema de Fatou e o Teorema da Convergéncia estao demonstrados em (FERRA,
2012, p. 40-42).

Definicao 1.8.5. Seja f : [a,b] — R, chama-se supp f = {t € [a,b]|f(t) # 0}. Sendo que supp f

denota o suporte (relativamente a [a,b)) de f.

Definicao 1.8.6. Diremos que f : [a,b] — R é finita em [a,b] se suppf C (a,b). f é finita em |a,b]
se, e somente se, existe um 8 > 0 tal que f(t) =0 paratodot € [a,a+ 6] et € [b—0,b].

Definicao 1.8.7. Cy'[a,b] = {x € C*[a,b] | x é finito em [a,b]}.

Teorema 1.8.3. Para todo p > 1, Ci’[a,b] é denso em L.

1.9 Espaco de Hilbert, Espacos de Sobolev e Derivadas Gene-

ralizadas

Os espaco de Hilbert possuem uma aproximacao com os espaco euclidianos no qual
ndo precisa estar restrita a um ndmero finito de dimensdes. Devido a isso, os espaco de Hilbert
sdo, por larga margem os espacos de Banach mais utilizados em aplicagdes. Os espacos de Hilbert
permitem que, de certo modo, no¢des intuitivas sejam aplicadas em espacos funcionais. Um bom
exemplo seria que, com eles podemos generalizar os conceitos de séries de Fourier em termos de
polindmios ortogonais. Os espacos de Hilbert sao de importancia crucial para a Mecanica Quantica.
Espacos de Hilbert foram criados pelo alemao David Hilbert por volta de 1912, quando trabalhava

em equacoes integrais.

Definicao 1.9.1. Um espaco pré-hilbertiano que é completo relativamente a norma definida pelo

produto interno, se chama, espaco de Hilbert.
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Exemplo 1.9.1. Dadas as sequéncias x = (x;)7>; e y = (yi)5 |, a expressdo
<x7y> = Z Xiyi
i=1

define um produto interno em {». A convergéncia da série acima decorre da desigualdade de
Hoélder. A norma induzida claramente coincide com a norma original || - || de £».

Agora seja a expressdo

.80 = [ F0sdr

que define um produto interno em Ly(X). A existéncia da integral acima decorre da desigualdade
de Holder. A norma induzida claramente coincide com a norma original || - || de L.
Como jd sabemos que {5 e Ly(X) sdo completos nas suas respctivas normas, segue que

esses espagos sdo espagos de Hilbert com seus respctivos produtos internos.

Teorema 1.9.1. Para qualquer espaco pré-hilbertiano E, existe um espaco de Hilbert H que é

complemento de E e todos os complementos de E sdo isométricos entre si.

Definicio 1.9.2. /#/[a,b] = {c@) ], (-, )2, g} onde

(x,y) = f / ) )y ™) (¢) dt.
k=04

Definiciio 1.9.3. H'[a,b] é o complemento de *[a,b).
Observagdo 1.9.1. H'[a,b] = W{[a,b] é o espago de Sobolev.

Defini¢iio 1.9.4. Diz-se que @ € Ly|a,b] é derivada generalizada de u € Ly[a,b] e escreve-se ' = ®

se existe x, € C'[a,b] tal que

X, — u emlyp

/

n —— @

X

Teorema 1.9.2. H'[a,b] = {u € L[a,b] | u possui uma derivada generalizada u’ € Ly[a,b]} com o

produto interno
b b
(,v) = / u(t)v(t)di + / W (0 (1) dt,
a a

entdo H'[a,b] é um espago de Hilbert.
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Lema 1.9.1. Uma fungdo ® € Ly[a,b) é derivada generalizada de 1 € H'|a,b) se, e somente se,

b b
/aw(t)(p’(t)dtz—/a o(0)o(t)dt

para todo ¢ € Cia,b].

Demonstracdo. =) Vamos supor que @ = i’ entdo existe um x, € C(V[a,b] tal que x, — u e
xi, — @ em L[a, b] entdo,

b
/a (1) (0)dt

resolvendo a integral acima por partes obtemos

Passando o lim temos

n—o0

b b
/a u(t)q)’(t)dt:—/a o()p(t)dt ¥ ¢ Cla,b).

<) Supor que u € H'[a,b] satisfaz

b b
lu@Wﬁﬁhz—L(ﬂOﬂﬂm V¢ € Cyla,bl.

Suponha ' = @; e provemos @0; = @

/abu(t)(p’(t)dt:—/aba)l(t) dt:>/ O] e)di=0 Y eCTlab]

como ®(t) — wy(t) € Ly, entdo em decorréncia da densidade de Ci’ em L, existe ¢, € Cj'[a, b] tal
que ¢, —> @ — ) em Ly[a, b] isso implica que substituindo ¢(¢) por ¢,(¢) em ff [o(t) — o (t)] @(2)dt

e passando o limite temos o seguinte,
/ lo(t) O di=0= 0=

em Ly[a,b). O

Definicao 1.9.5. Sejam E e V dois espacos normados. Diz-se que E é imerso em V e denota-se
E C V seexiste J : E — V, operador linear limitado e injetivo, ou ainda, se existe ¢ > 0 tal que

| Jxllv < ||x||g para todo x € E.
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Exemplo 1.9.2. Seja Cla,b| C Lya,b], assim

0125 (0] < €%/l cpap)

para todo x € Cla,b]. Desse modo,

1 1
b 2 b 2
lian = ([ WoPar)" < ([ 1dr) Wlcis = V5= alislan

Teorema 1.9.3. O espaco H'[a,b] é imerso em Cla,b].

Demonstragdo. Sejau € C(yla,b]. Existe ¢ € [a,b] tal que

/ab u(t)dt = u(c)(b—a) = u(c) = — /ab u(t) dr

Dai temos que

u(t) = /ctu'(s)ds—kbia/abu(s)ds
ol < [ Wldst g [ )l

< vo=a( [ |u’<s>|2ds)é+ =10k |u<s>\2ds);

agora tome M = max{v/b —a, ﬁ}, entao

ol < M (/ab |u/(S)|2ds)%+M (/ab Iu(s)|2ds>é

como +/a+ /b < v/2v/a+ b, logo

1

uol < vam( [ “oPas+ [ W(o)Ras)

ou seja, |u(t)| < c||ul|2,1 para todo u € C(V[a, b).
Agora seja u € H'[a, b]. Pela densidade de C'[a, b] existe uma sequéncia x,, € C'[a, b).

Seja u = {x,} isso implica que ||x, — X |]2,1 —> 0 com m,n — oo, logo

1% = Xm | cla,p) < €llXn —xml21 — 0
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com m,n — oo, implicando que x, — u € Cla,b]. Seja J :u — u, entdo ||xn||clap) < cl[xnll2,1,
logo
21 Yue Hl[a,b].

lullcrap) < cllu

1.10 Ortogonalidade e Projecoes

Segundo Botelho, Pellegrino e Teixeira (2015, p. 109), o conceito de vetores ortogonais
vem da geometrizagdo dos estudos dos espacos vetoriais através do produto interno. Como pode
ser visto na Defini¢do 1.10.2 dois vetores sao ortogonais se, € somente se, o produto interno entres

estes dois vetores for zero.

Definicao 1.10.1. Seja E um espaco com produto interno. Entdo para todo x,y € E e, ndo nulos, o

dngulo entre x e y é um angulo 0 < @ < 7.

Definicao 1.10.2. Seja E um espaco com produto interno. Para todo x,y € E sdo ortogonais se

(x,y) = 0 e denota-se por x_Ly.
Exemplo 1.10.1. Seja E um espagco com produto interno sobre R. Se para todo x,y € E ocorrer

que ||x+y|| = ||[x—y|, entdo xLy. Com efeito,

[x+y[| =[x—y[] = x+yx+y)=x—yx—y)
=[x+ 2000) + Y]* = )2 = 24y) + [Iy))?
= (xy) =0,

ou seja, x_1y.

Definicao 1.10.3. L C E é ortogonal, se para todo x,y € L, com x # y, entdo x_Ly.

Definicao 1.10.4. Seja L,M C E. L é ortogonal a M se (x,y) = 0 para todo x € L e para todo
yeM.

Exemplo 1.10.2. Dado E = L)[—7,n]. SejaL={x € E |xépar} e M = {x € E | y é impar}.
Vamos mostrar que LLM. De fato, para todo x € L, e para todo y € M temos

(o) = [ x(ovteyan =o.

-7

Pois, o produto de uma fun¢do par com uma funcdo impar resultard em uma funcdo

impar cujo o resultado da integral num intervalo simétrico é zero.
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Definiciio 1.10.5. Seja L ortogonal em E. O conjunto L é ortonormal* se ||x|| = 1 para todo x € E,

e com x # 0.

Para demonstrar que o produto interno introduz de fato um rumo geométrico no estudo,

basta demostrarmos o Teorema de Pitdgoras, no qual serd enunciado e demonstrado a seguir.

Teorema 1.10.1. Seja E um espaco com produto interno. Tome x,y € E tais que x é ortogonal a y,

entdo

be+y112 = > + Iyl

Demonstra¢do. Como x_Ly entdo (x,y) = (y,x) = 0. Logo,

X+ |1 = (x+y,x+y) = (6,x) + () + 3,x) + 0yy) = x24Iy )P

Lema 1.10.1. Sejam X = {x1,x2,...,x,} C E ortogonal. Entdo X ¢ linearmente independente.

Demonstragdo. Vamos supor que existe 0, 0p,..., 0, € K. Multiplicando por x;, j =1,2,...,n
temos o Xy, 00X, ..., 0x,. Entdo, oj(x;,x;) =0 com j=1,2,...,n. Logo, &; = 0 para todo
j=12,...,n. ]

Teorema 1.10.2. (Gram-Schmidt) Seja E um espaco com produto interno e seja o conjunto linear-
mente independente {x\,x,...,x,} C E. Existe uma sequéncia ortonormal {ey,e,...,e,} C E tal

que para todo n € N,

{x1,x2,...,x0n} = {e1,e2,...,en}.

Demonstra¢do. Vamos definir e; = Hi_:H e escrevemos X3 = (x2,e1)e; +vo com v, € {e;}*. De-
. ~ _ v2 _ . . ~
finimos entdo e; = Ty bara obter {x;,x2} = {e1,e2}. Prosseguindo por indugdo, suponha que

tenhamos construido vetores ortonormais eq, ez, ..., e, tais que

{x1,x2,...,x0n} = {e1,e2,...,en}.
Escrevemos
Xnt1 = (Xnt1,e1)er + (Xnr1,e2)e2+ -+ (Xnp1,€n)en + Vg1

com v, € {e1,e2,...,e,}*. Definindo e, | = H:ZEH € verdade que os vetores ej, ey, ..., €, SA0

ortonormais e
{x1,%0,...,x,} ={e1,ea,...,en}.

]

40s conjuntos ortonormais exibem certas qualidades que os tornam importantes na analise de no¢io de Matriz
diagonalizavel de determinados operadores em espagos vetoriais.
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Teorema 1.10.3. Seja H um espaco de Hilbert e seja L C H um subconjunto convexo e fechado.

Entdo, para todo x € H, existe um tinico y € L tal que
—pll=d(x,L) := inf ||x— p||.
le—pl| =d(x,L) == inf |lx—pl|

Demonstra¢do. Chamemos d = d(x,L). Da defini¢do de infimo podemos tomar uma sequéncia

(pn)sr_, de vetores de L tal que

n=1

1
d<|v=pall<d+-

para todo n. Sejam m,n € N. Aplicamos a Lei do Paralelogramo para os vetores x — p,, € X — p,

para obter

I*=] I%.

2/1x = pml* +2]1x = pull* = |x = pu+x — pul|* + |X = pu+x — pm

Da igualdade acima e do Teorema 1.10.2 resulta que

Vertpn—pull®> = 2lx = pull* + 2/l = pall® = 120 = (pu+ pu) |

2
DPn+DPm
x_—

= 2fx—pul® +2/x - pul* — 4 >

1\? 1\?
< 2<d+n—1) +2(d+;) —4d* —5 0sem,n — 0.

Isso prova que a sequéncia (p,);;_, € de Cauchy no espago completo L, logo convergente para um
certoy € L. Como p, —» y, fazendo n — o0 em 1.10.2 concluimos que ||x — y|| =d.
Para provar a unicidade, seja y; € L tal que ||x — y1|| = d. Aplicando a Lei do Paralelo-

gramo para os vetores x —y € x — y; obtemos

4d* = 2d*+2d* =2||x—y|> +2|jx—y |
= [x—y+x—yi|P+x—y+x—n]|?

2
y+y1
= |2x—y=ynlP+ly-nlP=4|x—=—=| +lly—xnl*

Como 25 € L, disso segue que

2
0< Hy—y1H2:4d2—4Hx—y—;y] < 4d* —4d? =0,

o que ¢ suficiente para concluir que y = y. 0

Corolario 1.10.1. Seja H ume espagco de Hilbert e L C H um subespaco vetorial fechado. Entdo
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para todo x € H existe um tinico y € L tal que
[lx —yll = d(x,L).
Definicao 1.10.6. Chama-se subespaco de um espaco de Banach X, um subespaco vetorial Y fe-

chado em X.

Definicao 1.10.7. Seja E um espaco com produto interno e L C E um subespaco vetorial de de E.
Para todo x € E, y € L é prejecdo de x sobre L e denota-se y = pr; x se x—y_LL.

Exemplo 1.10.3. Sejam os espacos L;[0,1] e L = P[0, 1]. Seja x(t) = €', suponha que p = pr; x e

que p € L. Sabemos que P|0,1] = L,|0, 1] implica que existe p,(t) — x— p com p,(t) € L. Para
todo l € L temos
(x—p, ) =0= (x—p,pp) =0

passando para o limite obtemos o seguinte

1

(x—px—p)=0=|lx—p|*=0=p(t) =e

o0 que é um absurdo.

Teorema 1.10.4. (Sobre Projecdo) Seja H um espago de Hilbert e L C H um subespaco fechado

em H. Entdo para todo x € H, existe um tinico'y € L tal que y = prj x.
Demonstragdo. Temos que para todo x € H, existe um tnico y € L tal que |[x—y|| =d(x,L) =d.
Vamos provar que y = pr; x, ou seja,
(x—y,0) =0 V/lcL.
Entdo, para todo A € C temos
lx—y,Al)|*>>d* VlelL.

Dai, obtemos o seguinte
(x—y—A,x—y—Al)y >d*> YAeC

isso implica que
le—y[* = —2ARe(x—y,0) + A€ > d*> VA ER

logo, —2ARe(x — y,£) 4 |A|?||¢||> > O para todo A € R é um polindmio de grau 2 na varidvel A,
donde vale —2ARe(x —y,£) + |A|?||£]|> > 0 se

b* —4dac < 0= 4Re*(x—y,0) <0 = Re(x—y,¢) =0.
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Multiplicar A por i e provar que Im (x —y, ¢) = 0. O

Definicao 1.10.8. Seja E um espaco com produto interno e M C E, um conjunto qualquer. Chama-

se complemento ortogonal de M em E e denota-se M+ = {y€E|yLM}.
Lema 1.10.2. Seja E um espaco com produto interno e M C E, entdo

i) M~ é subespaco vetorial fechado em E;

ii) Paratodo L C M temos M+ C L*.

Demonstragdo. i) Sejam x,y € E e o, B € K. Vamos provar que ox + By € M+ para todo m € M.
Entao,
(ax+By,m) =0 < afx,m)+B(y,m) =0 (x,m) = (y,m).

Agora, seja y € Ee y € ML entdo existe um {y,} C M* tal que y, — y. Seja m € M, logo
(m,yn,) — (m,y) pois ( ) é continua. Como (m,y,) = 0 para todo n, implica que (m,y) =0 e,
portanto y € M.

ii) Obvio. O

Definicao 1.10.9. Seja E um espaco com produto interno e sejam L e M dois espagos vetoriais
fechados em E. Dizemos que E = L® M se

i) LLM;
ii) Para todo x € E existe um tinico { € L e existe um tinico m € M tal que x = { + m.

Teorema 1.10.5. Seja H um espaco de Hilbert. Para qualquer L C H um subespaco fechado em
H, temos
H=LoOL".

Demonstragdo. Dado x € H, pelo Teorema 1.10.4 existe um unico ¢ € L tal que ¢ = pr; x se, e
somente se, x — (L L entdo, x = {+ (x—{) sendoque m=x—{¢commLlLem € L+. Pelo Teorema
1.10.3 temos

|x—¢|| =d(x,L).

Como m = x — { segue imediatamente que x = m + /. Basta entdio perovar que m € L*. Para todo

y € L e todo escalar A, o vetor /+ Ay € L, logo

Im|? = |x—¢>=d(xL)* < |x—(+2A)|]* = [|m—Ay|
= (m—Ay,m—2Ay) = |m|* = A(y,m) — A (m,y) + AL |y|*.



66

Disso concluimos que
0< |Avert2]|yH2 —2Re(A(y,m)).

Escreva (y,m) na forma polar |(y,m)|e’® e para cada r € R chama-se A = e, Da desigualdade
acima segue que
0 <22yl =2 {y,m)| VieR,

e consequentemente o descriminante do bindbmio é menor ou igual a zero. Isso nos da |(y,m)| =0,
e portanto m € L.
Para provar a unicidade, suponha que ¢ +m = {1 +mj com ¢,{; € L e m,m;| € M+

Como M e M sio subespacos, entio
-0 =m— mleMﬂML {0}

Portanto segue que ¢ = ¢; e m = m;. [

Teorema 1.10.6. Seja H um espago de Hilbert. Para todo L C H um subespago, L é denso em H

se, e somente se, L = {0}.

Demonstragdo. =) Seja L=He yE L+, entdo, existe {¢,} C L tal que ¢, — y com n — oo,
fazendo o produto interno por y e usando a continuidade, temos

(ln,y) — |Iy||* =y =0.

<) SejaM = L e seja L C M isso implica que M+ C L+ = {0} entdo M+ = {0}. Logo,

H=M&M*=H=M~=L.

1.11 Bases Ortogonais e Séries de Fourier em Espacos de Hil-
bert

Seja H um espaco de Hilbert e seja {¢@;} uma base de Schauder em H. Para todo x € H
tal que

x= lim e ¢j
n_>2,1¢1 J=
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Se {¢;} € um sistema ortogonal, entdo

o3}

(x,9j) = Z {o), o) = cil o2

Definicao 1.11.1. Seja {@;} um sistema ortogonal em H. Para todo x € H,

<X, (pj>
ol

j:

com j=1,2,... chama-se coeficiente de Fourier de x relativamente ao sistema ortogonal {;}.
A série

o>

Z Cj®j

J=1

chama-se série de Fourier de x.

Observagdo 1.11.1. @; ndo € necessariamente base e nem precisamos da convergéncia da série para

a definigdo.

Lema 1.11.1. (Propriedade extremal de somas parciais de série de Fourier) Seja {@;}jen um
sistema ortogonal em um espaco de Hilbert H e seja L, = £ (@y,. .., ¢,), com m € N. Entdo, para
todox € H

n
pry, x= Z CcjQ;
=

sendo

(x, <Pj>7

j=12,....n
95112

cj=

temos

n
d?(x,Ln) = ] = ) 5 [l
j=1

Demonstragdo. Para provar que

n n
<x— Z Cj(pj) J_Ln<=)> (x— Z quDj) J_(Pk

j=1 j=1
paratodo k=1,2,....n

i) Provar que
n

<x_ Z Cj (Pjvq)k>

J=1
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paratodo k = 1,2,...,n. Entao,

n

=Y ciono) = (x, o) — Z (@00
=1 =1

X 0x)

H(p Hz ||(Pk||2

= (%, ) — el @el* = (x, px) —
= 0

paratodok=1,2,....n

i1) Agora, seja

n
y= chfijPanX

entiio para todo x € H implica que x = y+ (x —y). Dat, pelo Teorema 1.10.1 temos ||x||?||y||* +
[|x — y||?, logo, por Pitdgoras mais uma vez obtemos

n
lell? =Y c5lloj 1%+ (x, Ln).
j=1

O

Teorema 1.11.1. Seja {@;} jcn um sistema ortogonal em um espago de Hilbert H. Entdo para

cada x € H sdo vdlidas as afirmagoes seguintes:

. > x)(p
i) Y. Al@j]|> < +oo, com cj = (x.0))

j=1

—1,2,...;

ii) Z cj@; converge em H;
Jj=1

iii) S= Y cj ;= S =pr x sendo L= Z{g;}:
=1

v) §S= ch P =x& ZCZH(PJHZ \|x||* (Parseval).

Demonstragdo. 1) Do Lema anterior, temos para todo n € N temos
2 2 2 2 2 2 2 - 2 2
ZC l@jll* = llx[|” —a~(x,Ly) = Zc loill> < IIx[* = Y cillojll* < +ee
Jj= Jj=1

e também passando o limite em

n

2 2 2
Y cjlle;lI* < x|
=1
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temos que

Y cillol® < lxl?
j=1

para todo x € H (Bessel).

ii) Seja
n
Sh:: Z:quy
j=1
e provemos que {S,} é de Cauchy. Entio,
5 n+p n+p ) 5
180 = Sntpll” = Z CkPr|| = Z ciclloll”
k=n+1 k=n+1

Como sabemos que

¢5 ll@ell? < +eo
=1

J
€ convergente, decorrente do item (i) se, € somente se para todo € > 0, existe um N tal que n > N e

para todo p € N temos
n+p

Y Glled’<e.
k=n+1

Portanto {S,} é de Cauchy e como H é completo, entdo S, converge.
1i1) Seja
S= Z:quy.
j=1
Temos que provar que x — S| L. Mas note que
x—=S1L&x—SLo

para todo k. Vamos verificar que

<x__S7¢%> =0
(x=Y ciojo) = 0
=1

J
o) — Y ciloo) = 0
=

00 —crll@el* = o.
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iv) Para todo n € N temos

n
Y c5l@ill? = Il — flx = Sal|.
j=1

Passando para o limite obtemos
- 2 2 2 2
Y cloll? =[xl —[lx— s>
j=1

Portanto,

- 2 2 2
x=s& Y cilloll* = [«
j=1
O

Definicio 1.11.2. Um sistema ortogonal {@;} C H se chama total se para todo x € H, (x,¢;) =0
para todo j € N implica que x = 0. Ou ainda, se £{@;} é denso em H.

Exemplo 1.11.1. Em L,|—n, 7t| considere o sistema ortogonal { sent, sen2t,..., sennt,...}. Dai

temos que

T
/ 1-senktdt=0

—T

mas 1 # 0, logo o sistema ndo é total.

Teorema 1.11.2. Seja H um espago de Hilbert e ¢ = {@;} um sistema ortogonal em H. Entdo as

afirmacgodes seguintes sdo equivalentes entre si.

[ee] x’ .
i) Paratodo x € H tal que ch(pj, onde cj = . 9)) comj=1,2,....n,...;

Ik

ii) O sistema ortogonal ¢ é total;

i) Z(9) =H;

iv) Paratodo x € H é vdlida a identidade de Parseval Z c§||(pj||2 = ||x||%
J=1
Demonstracdo. (1) < (ii)

= Para todo x € H, suponha que
x=Y cj9;
Jj=1

Provar que para todo x € H, (x, ¢;) = 0 para todo j implica que

<x7 (PJ>

= :0
;12

¢j



para todo j. Assim,

implica que o sistema € total.

< Vamos supor que ¢ é total e seja x € H. Considere
S= Z CjQ;
j=1
pelo item (iii) do teorema anterior temos que, x — S_L ¢ para todo k implica que (x — S, @)

todo k implicaemx—S=0=x=S
(1) < (iii) Para todo n € N temos

2 2 2 2
Zc i ll™ =[xl = llx = Sall -
Passando para o limite obtemos
2 2 1el2 2
Zc l@;l1~ = [lxll™ = lle = S]I%.

Portanto,
x=S& Z Glloill> = lxl|.

(i) < (iv) Ver itens (iii) e (iv) do teorema anterior.

Exemplo 1.11.2. Seja P[—1,1] = C[a, b] isso implica que P[—1,1] = Ly[—1, 1]. Entdo,

P-1,1] = 2(Lt,....t%..) = L[ 1,1].

Usando o Teorema 1.1, temos

2B, Pi1), -, Pa0) = Lo[1,1].

Isso significa que o sistema de polinomios de Legendre é uma base de Schauder.
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= (0 para

Definicio 1.11.3. Seja {@;} um sistema ortogonal, chama-se base ortogonal em H, se {@;} é base

de Schauder em H.

Exemplo 1.11.3. O sistema ortogonal {Pno(t)}nzo,l,_,_ ¢é uma base ortogonal em Ly[—1,1].
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Teorema 1.11.3. Um espaco de Hilbert H de dimensdo infinita possui uma base ortogonal se, e

somente se, H é separdvel.

Demonstragdo. =) Se H possui uma base ortogonal {¢;} isso implica que {¢;} é uma base de
Schauder, logo, H € separavel.

<) Suponha que H é separdvel, entdo existe um G C H, com G = H tal que G é enumerdvel. Seja
F={fi1,...,fn,...} o conjunto de todos os vetores em G que sdo linearmente independentes entre
si. Como F C G entdo F é enumeravel e Z(F) = .Z(G). Pelo Teorema 1.1, isso implica que existe

um ¢ = {Qy,...,p,} ortogonal, ou seja, uma ortogonalizagdo de F, tal que .-Z(¢) = Z(F). Entio,

H>Z(0)=2F)=2(G)>G=H= 29

|v|
=

logo ¢ € total, e portanto ¢ € base ortogonal. [
Teorema 1.11.4. Todo espaco de Hilbert separdvel de dimensdo infinita é isométrico a (5.

Demonstracdo. Seja H um espago de Hilbert que € separdvel e de dimensao infinita. Pelo Teorema
anterior existe uma base ortonormal S = {x1,x,...,%,,...}neny em H. Da desigualdade de Bessel

sabemos que, dado x € H, temos ((x,X,)),cn € ¢2. Defina o operador
J:H— 0 J(x) = ((x,%n)) e -

E fécil verificar que J é linear. Ademais pelo Teorema 1.11.2, item iii) temos que todo x € H é

representado pela série

<x7-xi>-xi7

i
.

1

e assim a identidade de Parseval revela que ||J/(x)|| = ||x||. Em particular, J € injetora. Agora
vamos provar que J € sobrejetora. Para isso seja (a j);o:l € {>. Vejamos primeiramente que a série
Z ajx;j converge em H. De fato, escrevendo para cada k € N, §; = Z ajxj, do Teorema de
Jj=1 Jj=1

Pitagoras resulta que, para n > m,

2
n n n
ISa=Swul*=|| ¥ ajx; Y llaxilP="Y e
Jj=m+1 Jj=m+1 Jj=m+1

(o)
Como a série Z la; |2 é convergente, segue que (Sn),_, € uma sequéncia de Cauchy em H, portanto

j=1
converge. Logo

X:= Z ajxj € H
j=1



estd bem definido e da consi¢do (x;,x,) = 8j, segue imediatamente que J(x) = (a;)

(o]

=1

73
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Capitulo 2
Operadores Lineares

Neste capitulo vamos explorar os principais conceitos relacionados aos operadores line-
ares. A defini¢do € andloga aquela de transformacdes lineares para o caso de espacos de dimensao
finita. Sua defini¢do pode ser vista na Defini¢do 1.1.20. Alguns exemplos de operadores lineares

em fun¢des continuas podem ser encontradas em (BENTO, 2007).

2.1 Operadores Lineares Limitados

Lembrando: Dados X,Y e A : X — Y um operador linear. A € limitado se existe um

¢ > tal que ||Ax|| < ¢||x|| paratodo x € X e ||A]| = sup ||Ax].
Xl <1

Definicao 2.1.1. O conjunto de todos os operadores lineares limitados de X em Y, denota-se

Z(X,Y).

Teorema 2.1.1. Seja £ (X,Y) um espaco normado relativamente a norma de operadores. Para
todo A € £ (X,Y) temos
|A]l = sup ||Ax]y.

Ixllx<1

Teorema 2.1.2. Sejam X,Y e Z espacos normados, entdo para todo A € £ (X,Y) e para todo
Be Z(Y,Z), temos que

BAe Z(X,z) e |BA[<|A]-[BI|

Teorema 2.1.3. Seja X um espagco normado e Y um espaco de Banach. Entdo £(X,Y) é de

Banach.
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Demonstragcdo. Seja {A,} uma sequéncia de Cauchy em .Z(X,X). Sejax € X e {A,x} C Y. Afir-
mamos que {A,x} é de Cauchy. De fato,

JAux = Apx| = 11(An — Aw)x]l < 45— Aul - x| — .
Logo existe Ax : A,x — Ax com n — oo em Y. Vamos definir

A:x—Ax A:X —Y.
Vamos provar que A € um operador linear. Entao,

Alax+By) = lim A,(ax-+By) = lim (@A, +BA.y)
= alimA,x+f lim A,y = aAx+ BAy.
n—oo n—oo

Isso implica que A € linear.
Agora vamos provar que A é limitado. {A,} é de Cauchy, e portanto limitado, entdo existe um ¢ > 0

tal que ||A,|| < c. Por outro lado para todo x € X, temos
[[Anx]] < [[Anll - [lxl] = [[Anx]] < cf|x]]
para todo n. Como A,x — Ax em Y temos
[[Ax]| < cflx]

para todo x, logo A € Z(X,Y).
Vamos provar que A, — A. {A,} é de Cauchy, isso implica que para todo € > 0 existe um N tal
que para todo n,m > N teremos ||A, — A < €, para todo x € X. Dali,

1(An = Am)xl| < [[An = Al |lx[| < €]ix]
para todo n,m > N. Passando o lim temos que
m—oo

[Anx — Ax|| < gllx]| = [[An — Al < &

paratodon > N e x € X implica que A,, — A. O

Exemplo 2.1.1. Seja X um espago de Banach, entdo £ (X) é de Banach. Seja A € £ (X) e consi-
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I’l

dere a série Z = Entdo,
n!
n=0

IA"||

Z | Z ||A|| eHA”.

2.2 Teorema de Banach-Steinhaus

O teorema da delimitacdo uniforme (ou principio da delimitagdo uniforme) de S. Ba-
nach e H. Steinhaus (1927) é de grande importancia. De fato, ao longo da andlise, existem muitos
exemplos de resultados relacionados a esse teorema, sendo o primeiro uma investigacao de H. Le-
besgue (1909). O teorema da delimitagc@o uniforme € freqiientemente considerado uma das pedras
angulares da andlise funcional em espagos normatizados. (KREYSZIG, 1978, p. 247, traducdo do

autor).

Definicao 2.2.1. Sejam X,Y dois espacos normados, {A,} C £ (X,Y) e A€ ZL(X,Y). Dizemos
que A, — A uniformemente, se ||A, — A|| — 0 com n — oo,

Definicao 2.2.2. Sejam X,Y dois espacos normados, A, C £ (X,Y) e A um operador linear de X
em Y. Dizemos que A, converge fortemente para A, denotamos por A,, — A com n — o fortemente

se, para todox € X Ay,x — AxemY.

Lema 2.2.1. Sejam X,Y dois espagos normados, {A,} C Z(X,Y) e Ac L(X,Y). Se A, — A

uniformemente, implica que A, — A fortemente.
Demonstracdo. Se A, — A uniformemente, entao
A, — Al — 0= ||A;x — Ax|| < ||A;, —A|| — 0= Ax — Ax

para todo x € X. [

Exemplo 2.2.1. Seja H um espago de Hilbert separdvel e seja {e;} uma base ortonormal em H.

Para todo x € H implica que
X = Z Xj€j.
j=1

Para cada n € N, definimos

P,:H—H Pu(x) =Y xje;.
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Dar,
2 _ 2 2
1B ()| = Zx Y = [l = [P ()] < [l
j=1 j=1

logo,

Vamos prova que ||B,|| = 1. Tome xy = ey assim xo = 1, entdo

P X0
i) = X e =1 FEE < 1<l = 1 =1

Vamos provar que P, — I fortemente. Dado x € H temos P,(x) — x, ou ainda,

2 (oo}
2: 2
xj—>0
Jj=n+1

1P (x) =] =

Z Xj€j

j=n+1

pois este iltimo termo j =n+ 1 ¢é residuo da série Z x?, mas
Jj=1

1B = 1|l = sup [[(Py = Dxl| = [|(Po = Denga|| = [lents ]| = 1.

Xl <1

Isso implica que P, ndo converge para I uniformemente.

Lema 2.2.2. Sejam X, Y dois espagos normados e {A,} C £ (X,Y). Suponha que A,, é limitada
numa bola fechada em X, ou seja, suponha que existe Bxq,rq] e existe ¢ > 0 tal que ||A,x| <

para todo x € B|xg,ro| e para todo n € N. Existe ¢c; > 0 tal que ||Ay|| < ¢1 para todo n € N.

Demonstracdo. Tome Blxg, 1o € seja x € X com x # 0. Defina x| = xo + ﬁ%’, entdo x| € B|xg, o]

no que implica em ||A,x;|| < ¢ e também ||A,xo|| < ¢ para todo n € N. Temos que,
—X0)2 2
el 2l
ro o
2||x|| 4c
= nxll < == (lAnar |+ [Anxoll) < Tl
4c

= Al < —=c1.
ro

Observagdo 2.2.1. Se A, é limitado numa bola fechada, entdo A, é limitado para todo n.

Teorema 2.2.1. (Principio de Limitacdo Uniforme) Seja X um espaco de Banach e Y um espaco
normado e seja {A,} uma sequéncia em £ (X,Y). Vamos supor que para cada x € X, existe c;y >0

tal que ||Ayx|| < cx para todo n € N. Entdo, existe ¢ > 0 tal que ||A,|| <
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Demonstragdo. Vamos supor que {A,} ndo é limitada, ou seja, ndo existe ¢ como o da tese em
nenhuma bola fechada em X. Seja Blxp,r9] um bola fechada. Existe n; e também existe um
x1 € Blxo,ro] tal que ||A,,x1]| > 1. Donde existe um r; > 0 tal que Blx,r1] C B[xo,ro] para todo
X € Blxy,r| tal que ||A, x| > 1.

Seguindo o raciocinio, construimos uma sequéncia de bolas fechadas encaixadas
Blx1,r1] D Blxa,r2] D -+ D Blxg,ri] D -+
Seja {A,, } uma subsequéncia onde r; — 0, entdo
|Anx|| = k& V x € Blxy, i

Como X ¢ de Banach, existe um tinico x € Blxy, ¢ para todo k, onde ||A, x|| > k para todo k € N,

o que contradiz a hipétese que ||A,x|| < cx para todo n € N. Logo [|A,|| < ¢, paraalgum ¢ > 0. [

Corolario 2.2.1. (Principio de Ressondncia) Seja X um espaco de Banach e Y um espaco normado
e seja {An} C Z(X,Y). Supor que ||A,|| — o com n — c. Entdo existe um x € X tal que
|Anx|| — o0 com n — oo,

Observagdo 2.2.2. Este corolario € uma espécie de contrapositiva do teorema anterior.

Exemplo 2.2.2. Para todo ty € [0,27], existe um x € C|0,27| tal que a série de Fourier de x diverge
em 1.
Prova. Seja x(t) € C|0,2x|, lembramos que a série de Fourier de uma dada fungdo periddica
x € C[0,27] é da forma

ao

> +n§'1 (ay cos nt + b, sen nt)

com os coeficientes de Fourier de x dados pelas formulas de Euler

2n 1 27
an = —/ x(t) cos nt dt, b, = —/ x(t) sen nt dt.
0 TJo

Vemos que a série

ao -
> + n;l (ay cos nt + b, sen nt)

pode convergir mesmo em pontos onde x é descontinuo. Isso mostra que a continuidade ndo é
necessdria para a convergéncia. Surpreendentemente, a continuidade também ndo é suficiente.
De fato, usando o teorema da delimitacdo uniforme (Teorema 2.2.1), podemos mostrar o seguinte.
Existem fungées continuas com valor real cujas séries de Fourier divergem em um determinado

ponto 1.
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Seja X o espaco normatizado de todas as fungdes continuas com valor real de C[0,27] com a
norma definida por

[le]| = max [x(z)].

Temos que X é um espago de Banach, com a =0 e b = 2m. Assim, podemos tomar toy = 0, sem
restringir a generalidade. Para provar nossa afirmacdo, aplicaremos o teorema da delimitacdo
uniforme (Teorema 2.2.1) a A, = T, onde T,(x) é o valor em t = 0 da enésima soma parcial da

série de Fourier de x. Como parat =0 os termos de seno sdo zero e o do cosseno é um, vemos que

1

ap " 1 2n "l d
- = _ 1) | = it | dt.
> +j221an n/() x(1) 2+J; cos j

Queremos determinar a fungdo representada pela soma sob o sinal integral. Para o efeito, calcu-

lamos

& 1 t
2 sen — cos jt = 2 sen — cos jt
5L cos ) > 2 ©%J

Jj=1 Jj=1
= i[—sen (m—l>t+ sen <m+1)t}
s 2 2
t 1
= —sen§+ sen (n—l—i)t

pode-se observar que a maioria dos termos é eliminada em pares. Dividindo isso por sen % e

adicionando 1 em ambos os lados, temos

sen (n+ 1)t

n
1+2Z cos jt = p—
2

j=1
Logo

1 2 1 t
/ x(,)wdt‘

To(x) = —
() 2 sen %

A partir disso, podemos mostrar que o funcional T, linear é limitado. De fato,

2m | sen ( n+%) di— ||x|| n sen(n+%)

> dt.
sen % T sen %

7300 < 5 max (o) [
A partir disso, vemos que T, é limitado. Além disso, assumindo o supremo sobre todos os x da

norma um, obtemos

/2” sen (n+ 3)t "

t
sen 3

1
T,|| < —
1T < 5
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De fato, a igualdade é vdlida, como provaremos agora. Para esse fim, primeiro escrevamos

sen (n+ 3)t sen (n+3)t

= y(t)

7 7
sen 5 sen 5
onde y(t) =1 em cadat em que
1
sen (n+ 5 )t
sen(nt )t - ) >0
sen 3

e y(t) = —1 em outro lugar. y ndo é continuo, mas, para qualquer € > 0, pode ser modificado para

um x continuo da norma 1, de modo que, para esse x, tenhamos

L[ )=yt 2 2y

— < €.
27

3
sen 3

Escrevendo isso como duas integrais, obtemos

2w sen (n+ 1)z 2w sen (n+ 1)z
[, s
0 sen 5 0 sen 5

1

27

sen (n+ %)t

t
sen 7

dt| <E€.

1 27
n@—EA

Como o € > 0 era arbitrdrio e ||x|| = 1, isso prova a férmula desejada

1 2
T, = —
1T = 5 [

Finalmente, mostramos que a sequéncia || T,|| € ilimitada. Agora, usando o fato de que | sen 5| < &

sen (n+ 3)t

27\ dr.
sen 3

parat € (0,27] e fazendo (n+ 1)t = s, obtemos

1 2
T, = —
Inl = 5 |

1 /2” | sen (n—l-%)t|
T Jo t

1 r@nt+h)m
_ _/ |sens|ds
T Jo s

sen (n+ %)t

22| dr
sen 3

dt

1 2n /(k-i‘l)ﬂ' | sen Sl d
= — —as

T i=0/kn s

1 2 1 (k+1)m

E m/ ’SCH S‘dS
k=0 kn

2.2 ]

— —_—

n2,§6 (k+1)

WV
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com n — o jd que a série harmonica diverge. Portanto ||T,|| é ilimitado, de modo que ||T,|| < ¢
ndo se mantém. Como X estd completo, isso implica que ||T,(x)|| < ¢x nd@o pode ser vdlido para
todos os x. Portanto, deve haver um x € X tal que |T,(x)| seja ilimitado. Mas, pela defini¢do dos

T,’s, isso significa que a série de Fourier desse x diverge emt = Q.

Corolario 2.2.2. Sejam X um espago de Banach, Y um espaco normado e {A,} C £ (X,Y), tal
que A, — A fortemente, com A : X — Y linear, entdo A é limitado.

Demonstragdo. Para qualquer x € X temos A,(x) — A(x), isso implica que A,(x) é limitada,
entdo existe um ¢, > 0 tal que ||A,(x)|| < ¢, para todo n. Pelo Teorema 2.2.1 existe um ¢ > 0
tal que A, < c. Como A, € Z(X,Y) entdo, ||An(x)| < ||[Ax| ||| para todo x € X. E também
|4, (x)|| < cl|x]], logo [|A(x)|| < c||x|| para todo x, e portanto, A € £ (X,Y). O

Teorema 2.2.2. (Banach-Steinhaus) Seja X um espaco de Banach, e sejam Y um espaco normado
e (T;);c; uma familia de operadores em £ (X,Y) satisfazendo a condi¢do de que para cada x € E
existe cx < oo tal que

sup [|7i(x)[| < cx.

icl

Entdo sup;c; ||Ti|| < oo

Demonstragdo. Da continuidade de 7; resulta que o conjunto {x € X || Ti(x)|| <n} = (|| - [[oT) " ([0,n])

¢ fechado para cadan € N e cada i € I. Dessa forma, o conjunto

Ap={xeX|sup |L(x)| <n}=(){xeX : |Lx)|] <n}
iel iel

¢ fechado por ser uma interse¢do de fechados. Assim, segue que E = U A, e, pelo Teorema de
n=1
Baire, algum A, possui interior ndo-vazio. Seja ng um numero natural tal que A, tenha interior

ndo-vazio, e sejam a € [(A,,) er>0taisque {x € X : |x—al| <r} C [(4,,). Sejay € X com
Ivll < 1. Se x = a+ry, entdo ||x —al|| = ||ry|| < r e portanto x € A,,. Assim

I17i(x = a) || < T + | Ti(@) || < no+no

para todo i € I. Logo || Ti(ry)|| = || Ti(x — a)|| < 2no e | T;(y)| < 22 para todo i em I. Portanto

r

21’10
sup [|7if| < —
i€l r
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2.3 Operadores Inversos

SeAc . Z(X,Y)eAébijetor,entio A~ € Z(X,Y).

Definicao 2.3.1. Sejam X, Y espaco vetoriais e seja A : X — Y. Entdo,
NA)={xeX|A(x) =0}.

Lema 2.3.1. A: X — Y ¢ injetivo se, e somente se, N(A) = {0}.

Demonstracdo. =) Se x # 0 entdo A(x) # 0. Logo, isso plica que x ¢ N(A), e portanto, N(A) = 0.
<) Vamos provar que A € injetivo. A(x) = A(y) se, e somente se, A(x —y) = 0, isso implica que

x—y€E€N(A). Como N(A) =0 entdo x —y = 0 = x = y. Logo, A é injetivo. O

Defini¢ao 2.3.2. Sejam X, Y espagos vetoriais, A : X — Y linear e I, I, identidades em X e Y
respectivamente.

i) Um operador R : Y — X se chama inverso a direita para A se AR = Iy;
ii) Um operador L :Y — X se chama inverso a esquerda para A se LA = Ix;
iii) Um operador A=' 1Y — X se chama o inverso do operador A, se AA™' =1y e A”1A = Iy.

Exemplo 2.3.1. Sejam X = CD[a,b] e Y = C[a,b] espacos vetoriais. Sejam os operadores

d : X—y
x—=dx=1x
I : ' Y—X

x — Ix(t) = /at x(s)ds.

Dai, temos que

dlx = % (/at x(s)ds) =x(t) =Iyx
[dx = /at X' (s)ds = x(t) — x(a) # x(t)

Lema 2.3.2. Sejam X, Y dois espacos vetoriais e A : X — Y um operador linear. Sdo vdlidas as

afirmagoes seguintes.
i) Se A possui inverso a direita entdo Im(A) =Y

ii) Se A possui inverso a esquerda entdo N(A) = {0},



83

iii) Se A possui inverso a direita R e a esquerda L, entdo R e L sdo iinicos e R=L=A"", sendo

A~ 0 operador inverso para A.

Demonstragdo. 1) Suponha que existe R tal que AR = Iy para todo y € Y, e seja x = Ry. Entdo,
Ax=ARy=1Iy =y,logoy € Im(A).

ii) Vamos supor que existe L : Y — X tal que LA = Iy. Seja x € N(A), entdo Ax = 0, logo
LAx=L-0=Ixx=0=x=0, porisso, N(A) = {0}, e portanto, A € injetivo.

iii) Supor que existam R,R': Y — X, lineares tais que AR=AR =1Iy e L,L' : Y — X, lineares,
tais que LA = L' A = Ix. Entdo,

AR=AR = LAR=LAR =R=FR'
Dai, temos que x = Ry e X’ = R'y, logo
A =Ax=A(x—x)=0=x=x=Ry=Ry.
para todo y. Também,

IA=L'A=LAR=L'AR=1 =1L.

Dado isso, temos
LUAx=LAx=Ly=Ly=1L =L

pois A(X) =Y par todo x e para todo y. Logo, y = Ax = Ly = xentdo, ALy =Ax=y=AL =y,
portanto L=R=A""!, [

Observacdo 2.3.1. Neste lema a unicidade depende da existéncia das duas inversas a direita e a
esquerda. Se A possui inverso somente a direita (ou esquerda) ndo vale em geral a unicidade. Um

bom exemplo seria o operador integral e o operador diferencial.

Definicao 2.3.3. Sejam X, Y dois espacos normados e A : X — Y um operador linear. Vamos

dizer que A é continuamente inversivel, se
i) Im(A)=Y;
ii) Existe A~' € Z(X,Y).
Exemplo 2.3.2. Sejam X = {x € C[a,b] | x(a) = 0} e Y = Cla,b], e seja o operador linear

d: X — Y tal que dx = x'. Temos que,

Ix(t) = /ab x(s)ds

é inverso para o operador d. Dai, temos que I € £ (X,Y), entdo d é continuamente inversivel.
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Teorema 2.3.1. Sejam X, Y dois espacos normados e A : X — Y um operador linear tal que
Im(A) =Y entdo, A é continuamente inversivel se, e somente se, existe um k > 0 tal que c||x|| >

|Ax|| > kl||x|| para todo x € X.

Demonstragdo. =) Seja A~! € Z(X,Y), entdo existe um ¢ > 0 tal que ||A~'y||x < c||y|ly para
todoy €Y. Sejaxc X ey=AxcY,assimx=A"lyissoimplicaem ||x| < c||Ax| paratodox € X.
Entdo, ||Ax|| > %||x|| para todo x € X, com k = %

<) Se Im(A) =Y entdo A é sobrejetora. Seja x € X tal que Ax = 0. Isso implica que ||Ax|| >
kllxl[ = [0]

provar que € linear.

> k||x|| = x =0, logo N(A) = {0}, e portanto, A é injetor. Donde existe A~!'. Vamos

A Yy +By2) = A™'(aAx) + BAxy) = A Aax) + Bxa) = alxy + Blx,
= aA 'Ax +BA A = oAy +BAT Yy,

logo, A~! é linear. Agora vamos provar que A~! € Z(¥,X).
ParatodoyeY,x= A*Iy, assim, y = Ax. Entao,

_ _ 1
x> kil = [lyl > KAy = A~ ] < 2yl

paratodoy €Y. 0

Teorema 2.3.2. Seja X um espago de Banach, Y um espaco normado e A € £ (X,Y). Suponha que
exista um k > 0 tal que ||Ax|| > k||x|| para todo x € X. Entdo Im(A) é subespago vetorial fechado

emY.

Demonstracdo. Seja {y,} C Im(A) tal que y, — y em Y. Devemos provar que y € Im(A). Como
A é inversivel entdo para todo y, € Im(A) existe um dnico x, € X tal que Ax, = y,. Como y, é

convergente, logo y, é de Cauchy. Dai,
1 1
o =5l < 145 = Al = 20 = yll — 0

com m,n — 0, desse modo, {x, } € de Cauchy.
Como X € de Banach, existe um x € X tal que x, — x. Como A € .Z(X,Y) entdo Ax, — Ax =
yn —> Y, logo, pela unicidade do limite, temos que Ax =y, portanto, y € Im(A). [

Corolario 2.3.1. Sejam X um espago de Banach, Y um espagco normado e A € £ (X,Y). Supor

que:

i) Im(A) é denso emY;
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ii) Existe um k > 0 tal que ||Ax|| > k||x|| para todo x € X.
Entdo A é continuamente inversivel.

Demonstragdo. Vamos provar que Im(A) =Y e que existe A~! € Z(X,Y). Deii) vem pela volta do
Teorema 2.3.2 que Im(A) é subespago vetorial fechado em Y, entdo Im(A) = Im(A) e isso implica
que Im(A) =Y pois Im(A) é denso.

Pelo Teorema 2.3.1 (volta) temos que A € continuamente inversivel. O

Teorema 2.3.3. Sejam X, Y dois espacos normados e A € £(X,Y). Suponha que existe S €
L(X,Y) tal que AS = Iy e SA = I, entdo S = A",

Teorema 2.3.4. Sejam X, Y, Z trés espagos normados, A € £ (X,Y) e B Z(Y,Z). Suponha que

A e B sdo continuamente inversiveis, entdo BA é continuamente inversivel e (BA)™' = A~1B~1.
Demonstragdo. Note que BA € £(X,Z) e S=A"'B~! € £(Z,X). Temos entio que
(BA)S = (BA)A™'B! = I,
e por outro lado
S(BA)=A"'B"1(BA) = Iy.
O]
Teorema 2.3.5. Seja X um espaco de Banach e seja A € £ (X). Se |A|| < 1 entdo I — A é continu-

amente inversivel e

1

(=21 < e
1=l

Demonstra¢do. Como X é de Banach, entdo .2’ (X ) também é de Banach (Teorema 2.1.3). Consi-

iM
j=0

dere

Como ||A7|| < ||A]7, vale o seguinte:

1
I—[lA]"

|A7|| é majorada por Z 1Al =
J=0 j=0

A série Y ||A|l é uma série geométrica com razio r < 1, e portanto, ela é convergente.

j=0
Seja

S:iM
Jj=0
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Tome S, =I+A+---+A""!, Entdo,

(I—A)Sn = I+A—|—...+A”_l_A_Az_._._An—l_An
= 1A

Também S,(I —A) =1 —A". Aplicando o limite com n — co, temos

(I-A)S =
S(I-A) =

NN

logo S é inverso para I — A, ou seja, S = (I —A)_l, donde

1=y = s < ¥ Al
Z Tl

]

Teorema 2.3.6. Sejam X e Y espacos de Banach e seja A € £ (X,Y) continuamente inversivel.
Entdo todo B € £ (X,Y), tal que

1
1A =B <
flA=T]”

é continuamente inversivel.

Demonstragdo. Considere A~'B € Z(X). Note que
A" B=A""A—(A-B)=1-A"'(A-B).

Temos,
IA~"(A=B)|| <[|A7"]|-[|[A-B|| <1

logo, pelo Teorema anterior, S = A~!B é continuamente inversivel, entdo B = A S também é conti-

nuamente inversivel, pois A é continuamente inversivel por hipétese. [

Observagdo 2.3.2. Todo operador linear limitado B € .Z(X,Y) que satisfaz ||A — B|| < H A IH

continuamente inversivel.
Corolario 2.3.2. Sejam X, Y dois espacos de Banach e seja1(X,Y) C £(X,Y) o conjunto de todos
os operadores continuamente inversiveis. Entdo 1(X,Y) é aberto.

Demonstragdo. SejaA € I(X,Y) C Z(X,Y). Tome,

1

A
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para todo B € I tal que B € B(A,r4) tem-se,

|A—B| <r=

IA=1]

e portanto, pelo Teorema anterior B é inversivel, por isso B(A,r4) C I, logo I é aberto. [

2.4 Teorema de Banach Sobre Mapeamento Aberto e Grafico
Fechado

Lema 2.4.1. Seja X um espaco normado e seja A C X aberto em X. Entdo para todo B C X,
A+B={x+y|xc€AeyeB}

é aberto.

Demonstragdo. Sejaxg € X e considere Ty, : X —> X com Ty, (x) =x+xp. T € Lipschitz e portanto
€ continua. Existe Txgl (x) = x—xp que também € continua e Ty, ¢ homeomorfismo.

Para todo A C X aberto, T;,(A) = xo +A também ¢ aberto. Agora considere

A+B=|J(y+A)
yeEB

que por sua vez € aberto. [

Lema 2.4.2. Sejam X um espaco normado, Y um espago de Banach e A € £ (X,Y) tal que é bijetor.
Seja B(0, 1) uma bola unitdria em X. Entdo existe € > 0 tal que B(0,€) C A(B(0,1)).

Demonstracdo. Dado

como A € bijetor, entdo

Y =A(X) = O A(B(0,n)) = Y = D A(B(0,n)).

Logo, pelo Teorema de Baire (Teorema 1.6.4) existe um ng e existe B(xg, &) tal que

B(xo, &) € A(B(0,n0)) = 0 € (A(B(0,m0)) ~ B(x0,80)) € (A(B(0,n0)) +A(B(O,m0)) )
C 2A(B(0,n9)) =A(B(0,2 np)).




88

Como B(xy, &) € aberto pelo Lema anterior, A(B(0,ng)) — B(xo, &) € aberto e como 0 € A(B(0,n)) —
B(xo, &), entdo existe um € tal que B(0, &) C A(B(0,2 ny)).

Por outro lado

A(B(0,2 ng)) =2 ng A(B(0,1)) = B(0,€1) C 2 ny A(B(0, 1)) = B (o, 28—;0) c A(B(0,1)).

Tome € = 28—,10 e este € satisfaz as condic¢des da tese. [

Teorema 2.4.1. (Banach) Sejam X, Y dois espacos de Banach e um operador A € £ (X,Y) tal que
A é bijetor. Entdo A™' € £ (Y,X).

Demonstracdo. Temos que provar que A~' : ¥ — X é limitado se, e somente se, A~ é continuo
em zero (item v) do Teorema 1.5.2). Temos que provar para todo B(0,8) C X existe B(0,€) CY
tal que A~'(B(0,¢)) C B(0,5). Como A é bijetor, entio B(0,£) C A(B(0,5)) se, e somente se,
B(0,e-871) C A(B(0,1)) se, e somente se, existe um & tal que B(0,&y) C A(B(0,1)). Pelo Lema
anterior existe um £ > 0 tal que B(0,&) C A(B(0,1)). Provemos que B(0, £) CA(B(0,1)). Note

que para todo n € N temos,

B(O,%) - %B(O,s) - %W:A (B (o%))

ou seja, B(0, £) C A(B(0, 5 ))A(B(0, ).
£
2

Sejay € B(0, %) isso implica que

Al (e(od)

entdo existe um x; € B(0, ) tal que

£ S 1
ly—Axi]| < 3 = y—4n EB(O,?> = y—Ax| eA(B (o,?))

Seguindo 0 mesmo raciocinio existe um x; € B(0, 2%) tal que

&

|y —Ax; —Axy|| < %

A partir disso, continuamos e construimos {x, } tal que

1
ol < 55
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e tal que
€

Iy = Axy =+ — Al < o

Considere a série - -
Z X, € majorada por Z o
e como x € Banach, entao

oo
an:x.
n=1

Sendo S, = x| + - - - +x,, implica que S, — x. Como A € continuo entdo,
n [}
AS, — Ax=) Axi— Ax=) Ax;=Ax.
i=1 i=1

Dai, temos que

8 (o]
ly —Ax; — - —Axp|| = [|[y —ASy|| < T = Z{Ax,- =y=y=Ax
1=
Como -
X = Z:xh
i=1
temos que
(o) [o=] 1
ol < ¥l < ¥ g =1
n=1 n=1
Ou seja, dado x € B(0,%) existe um y € A(B(0,1)) tal que x =A"'y ou y = Ax. O
Teorema 2.4.2. Seja X um espaco vetorial e sejam || ||| e || |2 duas normas definidas nesse

espago X. Vamos supor que:

i) || |1 € subordinada a || |2,
i) {X,]| - |1} e{X,]|| - |l2} sd@o Banach.
Entdo || - |1~ - |2

Demonstragcdo. Por hipétese existe ¢ tal que ||x||; < c1l|x||2 paratodo x € X. Seja X; = {X,|| |1}

e Xo ={X,|| |2} e considere

J X — X

x —Jx=x,
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de modo que

[x[}1 < enllx]l2

para todo x € X, logo J € Z(X»,X)).
Pelo Teorema anterior J~' € .Z(X,X;) entdo existe ¢; > 0 tal que ||J'x|| < c2||x||; para todo
x € X. Assim,

[Ix]l2 < eallxlly
para todo x € X. Por conseguinte, temos a equivaléncia. [

Definicao 2.4.1. Sejam X e Y dois espacos normados. Se chama soma direta desses espagos ao

conjunto
X+Y={(xy)|xeX,yeY},

con

1Ge )y = [xllx + l1ylly-

Definicao 2.4.2. Sejam X, Y dois espagcos de normados, A: X — Y e D(A) C X. Chama-se grdfico

de A e denota-se G4, ao conjunto
Gy ={(x,Ax) | x € D(A)}.

Observagdo 2.4.1. Obviamente G4 C X +7Y.

Definicao 2.4.3. Seja A : X — Y um operador linear e D(A) C X chama-se fechado, caso seu
grdfico G é um conjunto fechado em X +Y .

Lema 2.4.3. Um operador linear A : X — Y é fechado se, e somente se, para todo {x,} C D(A)
tal que x, — x € X e A(xy) —> yemY, entdo x € D(A) e Ax =y.

Demonstracdo. =) Seja A um operador linear fechado, entdo G4 é fechado, logo para todo {x, } €
D(A) tal que x, — xem X e A(x,) — y em Y. Como (x,,A(x,)) € G4 para todo n, assim,
(x,y) € Gy, e portanto, y = Ax.

[

Teorema 2.4.3. Seja o operador linear A € £ (X,Y) e D(A) = X. Entdo A é fechado.

Demonstracdo. Seja {x,} C X tal que x, — x em X e Ax, — y em Y. Por conseguinte, x €
D(A) =X e como A é continuo Ax,, — Ax e pela unicidade do limite temos que Ax =y, e portanto,
A é fechado. L
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Lema 2.4.4. Sejam X, Y espacos normados e A : X — Y um operador linear com D(A) C X.
Supor que existe o operador inverso A~1 : Y — X e D(A™!) = Im(A). A é fechado se, e somente

se, A~V é também Jfechado.

Exemplo 2.4.1. Seja o operador linear d : Cla,b] — Cla,b] com D(d) = {x € CV[a,b] | x(a) = 0}

e dx = x'. Vamos provar que é fechado. Seja

para todo 'y € Cla,b]. Assim,

Dat, 9~ : Cla,b| — Cla,b), entdo

Por consequéncia d~' € £(X,Y), logo é fechado, e portanto, d é fechado.

Teorema 2.4.4. (Banach) Sejam X, Y dois espacos de Banach e seja A : X — Y um operador
fechado. Entdo se D(A) = X implica que A € £ (X,Y).

Demonstracdo. Seja ||x||¢ = ||x||x + ||Ax||y para todo x € X, entdo ||x||x < ||x||g. Vamos provar

que {X,| |lg} é de Banach. Seja {x,} uma sequéncia de Cauchy em

X1 e

entao

%0 — Xmllc — 0 = ||%0 — Xim|| + |Axy — Ax|ly —> O

com m,n — o. Logo, {x,} é de Cauchy em X e {Ax,} é de Cauchy em Y. Dai, existe um x € X e

umy € Y tais que

X, — xemX

Ax, — yemY,
logo Ax =y pois A € fechado, por isso x, — x em norma G. Entao,

[l = xll = [0 = xl|x + [|Ax, — Ax]ly — 0.



Logo, {X,|| |} € de Banach, entdo || - ||[x ~ | - ||g, desse modo, existe um ¢ > O tal que
Ixlle < cllxllx = llxllx + [|Ax]ly < cllx]lx,

ou seja, ||Ax||y < cl|x||y paratodo x € X, e portanto, A € £ (X,Y).

92
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Capitulo 3

Espacos Dual e Operadores Adjuntos

3.1 Espaco Dual

Para Botelho, Pellegrino e Teixeira (2015, p. 83) a qualidade importante dos espagos
duais € que os funcionais sdo retratados como objetos pertencentes a mesma classe dos elementos
do espago. Além disso, se utilizarmos o dual do dual de um devido espago normado, podemos
ocasionalmente, voltarmos ao espaco original.

Seja f : X — K uma funcional linear com f(x) = (x, f). f € limitado se existe um

¢ > 0 tal que |(x, f)| < c||x|| para todo x.

IfIl'=sup |(x, f)]

Xl <1

Definicao 3.1.1. O conjunto de todos os funcionais lineares limitados num espaco normado X se

chama o espago dual a X e designa-se X*. X* = £ (X,K) sempre é de Banach.

Teorema 3.1.1. O espago (] = Lo, ({7 € isométrico a l.). Ou seja, para todo f € ], existe um

tinico y € U tal que

o, f) =Y xiyi Vxel.
i=1

Demonstragdo. Sejay € l. e seja fy € £] tal que para todo x € /1,
(x,fy> = inyi-
i=1

Note que paratodon € N

n

n
< Y bl [yil < sup [yil Y [l
i=1

i=1 1<i<n

n
Y xiyi
i=1




e passando para o limite temos

n

Y xiyi

i=1

n
< yllee Y il < eo.
i=1

Assim,
| I < Iy lleelxl[1 = [ /7] < (Y]]

Considere J : o, — £} definida por Jy = fy. Seja f € £]. Seja {e;} jenycome; = (0,...,1,...

¢;. Temos que {e;} ¢ base de Schauder em /;, pois para todo x € ¢; temos
x= ijej, onde x; = (x,fe;).
j=1

Sejayj = (ej, f) paratodo j=1,...,n,.... Entdo,

vl = [{ej, I < ISl

paratodo j € N, logoy = (y1,...,Vn,--.) € lwo. Como f é continuo e

n n
<ZXJ€j»f> =Y %y
=1 =1

e passando o limite com n — o obtemos

(x,f> = ijyj Vxel.
=1

Donde,
(x,f)=(x,Jy)y = f=Jy

para todo x € /1. Portanto, J é sobrejetor. Ainda,
[yill = (ejs f)

e aplicando o supremo, temos
[lleo < MY < M1 lleos

logo [yl = /¥l = I¥]-

Exemplo 3.1.1. Sejam X* = (R",|| - |[1)* e X = (R",|| - ||). Vamos mostrar que X* = X.
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,0,..) €

Vamos provar que para todo X de dimensdo finita, X* = X. Seja {ey,...,e,} C X uma
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base de X. Seja f € X*. Dai, como f ¢ linear temos

D=

) =f (Z aiel) =Y flae)
=1

~.

I

N
I
—

o; f(e;) = i o ;= (A, V).
i=1

Entdo temos que dim X* = n, e portanto, X* = X.

Teorema 3.1.2. Para qualquer p > 1 temos {,, = {,, sendo 117 + %1 = 1. Ou seja, para todo f € 0},
existe um tinico 'y € {4 tal que

<X,f> = in)’i-
i=1

Demonstragdo. Seja {e;} uma base de Schauder em ¢,,. Para todo x € £, tém uma tinica representagéo
do tipo

x= Z Erex.
k=1

Considere um funcional f € £},. Essa funcional f € linear e limitado, entao

(x, f) = i &V, onde Y = f(ex).

k=1

Seja g € R tal que % + ‘l] = 1= (¢g—1)p = q e considere a sequéncia

%l
xn:(:‘k(n): Yk
0, se k>nouy=0

, se 0<k<ne % #0

Vamos substituir

EIEDY ék(n) %=y |nl
=1 =1

Também temos, usando a sequéncia x, = ék(") e(g—1)p=gq,

N <Al = 171 (X 1677)

— 1A (T Il )7
= AT [le)?



como (xp, f) < |(xn, f)|, entdo

G ) < ALY )7

€ COmo "
(onf) = Y 3l
k=1
temos,
& 1 Yoot 1l
Y e < A (E i) = ey
k=1 (X [%l9)r
Z q
B M
(5 %))

1

= () 7 <A
= (Z\Yk!q) ;

logo (%) € £4. Por outro lado, tomando b € {; tal que b = f3, entdo existe um £}, tal que

Q=

<)C,g> - Z ék .Bk
k=1
onde x = (ék) el »- Desse modo, pela desigualdade de Holder temos,

1) = X Eml < (T I&0) 7 (L Ind?) =l (E Il

Para x € £, tal que ||x|| = 1 temos,
1
@< Q) = 1A= llellg

onde ¢ = (i) € Lq e Y = f(ex)-

Defina
fr—c
tal que || f|| = ||c||4- Consequentemente g é sobrejetora. Se

g(f)=0=0]=|fl=0=f=0=N(g)=0

96
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logo, g € injetora e portanto bijetora. Note que ¢ f — Q¢ e portanto, se Q f| — 0 c] € O fr —
0 cor implica que o f1 + 0 fr, — Qjc1 + Qpco, por conseguinte, g € linear e portanto € isomor-

fismo. Que g preserva norma estd provado acima

18f1lg = llcllq = IA1I-
Portanto, 6;‘, =4, O
Teorema 3.1.3. Seja p > 1 e Ly[a,b] = Ly[a,b], sendo 1%4— é = 1. Ou seja, para todo f € Lj|a, b

existe um tinico 'y € Ly[a, D] tal que

(x,f) = /ab x(t) y(t)dt.

Teorema 3.1.4. (Riez) Seja H um espaco de Hilbert. Para todo f € H*, existe um tinico y € H tal
que (x, ) = {x,y) para todo x € H e || f|| = ||y.

Demonstracdo. Seja f € H* e seja N = N(f) (N é subespaco vetorial fechado). Se N = H* entdo
f =0,logo y = 0. Suponha que N # H* isso implica que H* = N @ N, onde N* # {0}, por isso
existe yo L N e yp # 0. Sejax € H e considere

S
NN
Assim e f)
<xlaf> = <X,f> - <y0,f> <y05f> = 0,

por consequéncia x; € N e como yg L N entdo (x;,yp) = 0. Dai,

_ <X,f> 2 X —{x
(x0) = 22 olP = . <

) = 1=

para todox € H.
Agora vamos provar a unicidade. Supor que (x, f) = (x,y;) para todo x € H. Subtraindo (x,y —

y1) = 0 para todo x € H e tomando x =y — y| temos que

G=yi,y=y1)=0=|y—n|*=0=y=yi.

Provamos que
|6, ] = 1o [ < VI [l = A1 < 1yl
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para todo x € H. Por outro lado

10, )] = |0y = [y ]I

Dai, temos que,

[0 O Il
> = =
LA = Iyl
1A= vll-

Corolario 3.1.1. Seja H um espaco de Hilbert real. Entdo H* = H.

Demonstragdo. Seja f € H*, entdo existe tnico y € H tal que (x, f) = (x,y) para todo x e || f|| =

||lv||. Defina
J : H"—H
f—Jf=y.
Provando que J € linear e bijetor, entdo temos que ||Jy|| = ||y]|.

Usando o fato acima e a identidade do paralelogramo, concluimos que J também pre-

serva o produto interno. 0

Observacdo 3.1.1. Se H é complexo J é anti-linear, ou seja, J(ox+ By) = aJx+ BJy.

3.2 O Teorema de Hahn-Banach

O Teorema de Hahn-Banach é um teorema de extensdo para funcionais lineares. O
teorema de Hahn-Banach se torna um dos teoremas mais importantes em conexao com operadores
lineares limitados. Além disso, o teorema também caracteriza a extensao em que os valores de uma
funcionalidade linear podem ser pré-atribuidos. O teorema foi descoberto por H. Hahn (1927),
e redescoberto em sua forma atual mais geral por S. Banach (1929) e generalizado para espagos
vetoriais complexos por H. F. Bohnenblust e A. Sobczyk (1938). De um modo geral, em um pro-
blema de extensdo, considera-se um objeto matemético (por exemplo, um mapeamento) definido
em um subconjunto M de um determinado conjunto X e deseja-se estender o objeto de M para todo
o conjunto X de tal maneira que certas propriedades basicas do objeto continuem fechados para o

objeto estendido. No teorema de Hahn-Banach, o objeto a ser estendido é um funcional linear f
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que € definido no subespaco M de um espaco vetorial X. (KREYSZIG, 1978, p. 213, traducdo do

autor).

Definicao 3.2.1. Seja X um espaco vetorial normado e M C X um subespaco vetorial préprio. Seja
fo : M — K um funcional linear limitado em M. Um funcional f € X* se chama extensdo de f
se (x, fo) = (x, f) para todo x € M.

Exemplo 3.2.1. Seja H um espago de Hilbert e M C H um subespaco vetorial fechado.
Para todo fy € H* existe um tinico yy € M tal que (x, fo) = (x,y0) para todo x € M e
|l foll = |lyoll- Considere f € H* tal que (x, f) = (x,y0). Entdo,

1A= llyoll = N1 fol

para todo x € M. Portanto, temos que (x, ) = (x,yo0) = (x, fo)-
Definicao 3.2.2. Seja X um espaco vetorial. Uma aplicacdo p : X — R chama-se seminorma se:
i) p(x)=0;
ii) p(ax) = |a|p(x);
iii) p(x+y) < p(x) +p(y).

Teorema 3.2.1. (Hahn-Banach) Seja X um espaco vetorial real e Ly C X um subespago vetorial
proprio e seja p uma seminorma em X. Entdo para todo fy linear em Ly tal que |{x, fo)| < p(x)
para todo x € Ly, existe um funcional linear f em X* tal que |(x, f)| < p(x) para todo x € X tal que
f € extensdo de fy e (x, f) = (x, fo) para todo x € Ly.

Demonstragcdo. Sejayy € X \ Lo e seja Ly = Z{Lo,yo}. Para todo x € L, existe um tinico xo € Ly
e existe unico A € R tal que x = xg + 4 yg. Considere (x, f1) = (xo, fo) + Ac, sendo ¢ € R. Vamos
provar que 1 f € linear.

Se x € Ly entdo A = 0, logo, para todo x € Ly temos (x, f1) = (xo, fo). Iremos fazer uma escolha de
¢ € R apropriado. Sejam x’,x” € L. Entao,

o fo) + &7 fo) = o+ X" oy <1+ X )]
< p(+x")=p(x' —yo+yo+x")
< p(® —y0) +p(x" +y0).

Logo, para todo x’,x" € Ly temos (X', fo) — p(x' —yo) < — (", fo) + p(xX" +yo). Assim, existe

¢ = sup ((x', fo) — p(x' —y0))

X' €Ly
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para x” fixo. Também existe um
¢'= inf (—(x”,f0> +p(x +yo))
para x’ fixo. Logo, ¢’ < ¢”. Tome ¢ € R tal que ¢’ < ¢ < ¢”, desta forma

o, foy — p(x' —yo) < e <=, fo) + p(x" +y0). (3.1

Agora vamos avaliar para A > 0. Para todo x € L, x = xo+ A yp e A > 0. Desse modo,

<X,f1> = <XO7f0>+lC
— *0
= ({7 h)re)
Usando x” = 22 em 3.1 e fazendo (x”, fy) +¢ < p(x” 4 yp), obtemos
X0 X0 _ _
A ((Fofo) +¢) <ap (3 +30) = plxo+Avo) = p(x),

logo (x, f1) < p(x).
Avaliando agora para A < 0 temos,

<x7fl> = <X(),f()> +Ae

= A <%7f0> —C

< —Ap <% —yo>

= p(xo+4yo) = p(x) = (x,f1) < p(x),

e portanto (x, f1) < p(x) paratodo x € L;. Se (x, f1) = 0 entdo |(x, f1)| < p(x), por outro lado se

(1) <O = |(x, /1) = = (x, 1) = (=x,f1) < p(—x) = p(x).

Em ambos os casos |(x, f1)| < p(x) para todo x € L.
Vamos usar o Lema de Zorn para provar a extensao. Para todo M subespacgo vetorial em X tal que
Ly C M. Tome g : M — K linear tal que

1) g é extensdo de fo;
i) |(x,g)| <p(x) VxeM.

Denotemos M = {(M, g)}. Diremos que (M1, g1) < (M2,g2), se M| C M, e se (x,g1) = (x,g») para
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todo x € M;. Seja A C M totalmente ordenado. Tome

L= |J M.
(M),.82)

Definimos f : L — K. Para todo x € L existe um A tal que x € M), e definimos (x, f) = (x,g3).
Afirmamos que {L, f} é majorante de A. Ou seja, para todo (M, g;) € A temos (M;,g;) < (L, f).
Logo, pelo Lema de Zorn, existe um elemento méximo em M, que é (X, f).

Afirmamos que X = X. Suponha por absurdo que X C X. Pelo procedimento anterior, existe
X; C X tal que X C X e existe f1 : X; — K que satisfaz i) e ii), ou seja, (X, f) < (X1, f1) o que é
impossivel porque (X, f) € maximo. Portanto, é um absurdo. O

Nota 3.2.1. O Teorema de Hahn-Banach € vélido no caso de X complexo.

Teorema 3.2.2. Seja X um espagco normado e seja M C X um subespago vetorial proprio em X.

Para qualquer fy funcional linear e limitado em M existe um funcional f € X* tal que:

i) f éextensdo de fy tal que (x, f) = (x, fo) para todo x € M;
i) |f1 = [l/oll 2 x)-
Demonstragcdo. Definimos em p(x) = || fo| SMEK) ||x||. Note que
[(x, fo)| < 1 foll za iy - 1l = p(x)

para todo x € M. Pelo Teorema Hahn-Banach, existe f : X — K linear tal que f € extensao de fj
e |(x, f)| < p(x) para todo x € X. Donde

[ A< [l foll 2 - IxXl VxeX.

Logo, |||l < [|foll.#(m.x)- Por outro lado, temos
lfollzamxy = sup [{x, fo)| = sup |(x, /)]
x| <1 x||<1
b
< sup [(x f)[ = [If]
IxlI<1
logo || foll. zaex) < IIf1l- H

Corolario 3.2.1. Seja X um espaco normado, entdo para todo xo € X, xo # 0, existe f € X* tal que

11 =1 e (xo,f) = [Ixo]l-
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Demonstragdo. Seja Lo = £ {xo} = {Axo | A € K}. Defina fy : (Axo, fo) = A ||x0||. Seja fo linear

e (xo,.f0) = |lxoll e[| foll = 1.
Pelo Teora Hahn-Banach, existe f € X* tal que (xo, f) = (xo0, fo) = ||xo| e ||.f]| = I|fol| = 1. O

Corolario 3.2.2. Seja X um espaco normado. Para todo xy,x; € X existe f € X* tal que ||f|| =1

e <X1,f> 7£ <X2,f>.

Demonstragdo. Sejaxg = x; —xp # 0. Existe f € X* tal que || f|| = 1 e (xo0, f) = ||x0|| # 0. Desse
modo,
(x1,f) = (x2, f) = [|x0]| # 0.
O
Corolario 3.2.3. Seja X um espago normado. Entdo para todo x € X
X[l = sup [(x, f)].
llflI<1
fexs
Nota 3.2.2. Paratodo f € X*, ||f|| = sup |{x,[)|.
Ixl<1
Demonstragdo. Seja
c= sup [{x,f)l.
<1
Sabemos que |(x, f)| < ||f||- ||x|| para todo x € X. Donde
¢ < sup |[fI]-[lx[| = [lx]].
I£l<1
Para cada x € X, existe f € X* tal que ||f|| = 1 e tal que (x, f) = ||x||. Portanto, ¢ = ||x]|. O

Corolario 3.2.4. Seja X um espaco normado e M C X um subespagco vetorial fechado em X. Entdo
para todo xo € X tal que xo ¢ M. Existe f € X* tal que

i) (x,f) =0 paratodo x € M;
ll) <X0,f> = 1"
iii) || f]| = § d = d(x0,M).

Demonstracdo. Seja Ly = £ (M,xp). Para todo x € Ly, x = m + Axp, com m € M. Definimos
(x, fo) = A. Note que (m, fy) = 0 para todo m € M pois L =0, x =m e (xg, fo) = 1. Para todo
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x € Ly,
Al A
i fo)l = — sl
Rl Tt Axol
<
— ™ - |1 X N Xl .
] d

Logo, || fol| < . Como d = inf ||xg — m||, entdo existe y, € M tal que ||xo — yu|| —> d. Temos

<-x0_yn7f0> - <X(),f()> - 17

donde
L= |(xo =y, JO) < llxo—vall-[lfoll = 1< d|foll
1
B
1
= | foll = 7
Pelo Teorema Hahn-Banach existe f do enunciado. O

Lema 3.2.1. Seja L C X um subespago de X um espaco normado. L é denso em X se, e somente
se, para todo f € X* temos (x, f) = 0 para todo x € L, entdo f =0.

Demonstragdo. =) Vamos supor que L = X e seja f € X* tal que (x, f) = 0 para todo x € L. Tome

x € X. Entdo existe x, € L tal que x,, — x, por conseguinte,

(Xn, f) — (%, f) = (x, f) =0=f=0.

<) Seja L C X tal que para todo f € X*, (x, f) = 0 para todo x € L entdo f = 0. Supondo L # X,
logo existe um xq € X tal que xo ¢ L. Entdo existe f € X* tal que (x, f) = 0 para todo x € L, desse

modo, (xp, f) = 1, 0 que é uma contradigao. O

Definicao 3.2.3. Seja X um espago normado. Um conjunto {xy,...,x,} é biortogonal com { fi,..., fu} C

X* se (x;,f;) = &jparatodoi,j=1,...,ntal que

I, se i=j
Oij =
0, se i#j
Lema 3.2.2. Seja X um espaco normado, para todo {xy,...,x,} linearmente independente em X,

existe {f1,...,fu} CX* tal que {x1,...,x,} e {f1,...,[u} sdo biortogonais;
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Demonstragdo. Para todo i = 1,...,n temos L; = Z{x1,...,Xi_1,Xit1,.--,%,} com x & L;. Pelo
coroldrio anterior, existe f; € X* tal que (x, f;) = 0 para todo x € L;, (x;, fi) = 1. Portanto, (x;, f;) =
0;j- O
Lema 3.2.3. Seja X um espaco normado. Para todo {fi,..., fu} linearmente independente em X*

existe {x1,...,x,} em X tal que (x;, fi) = & para todoi,j=1,...,n.

Demonstracdo. Paran = 1temos {f]}, logo f # 0, entdo existe y; € X tal que (yy, f1) # 0. Tome

V1
x| = = (x1, /1) = 1.
<yl s fl >
Suponha por indugao que paratodon—1, { f1, ..., f,—1 } linearmente independente, existe {xp,...,x,—1}
e vamos provar que existe para {fi,...,f,}. Seja {fi,...,fn} linearmente independente em X*.
Para todo x € X, defina
Yo =X — (X1, f1)X1 =+ — (X, fam1)Xn—1.

Vamos provar que existe x € X tal que (yy, f,) # 0. Suponha por absurdo que (yy, f,) = 0 para todo
x € X. Entao,

<x7fn> = <x7f1><xlafn>+'”+<x’fl’l*1><xn717fn>
= <x7<x17fn>f1+"'+<xn—1afn>fn—l>

isso implica que
Jn= <X1 ;fn>f1 Tt <xn—1>fn>fn—l

, 0 que € uma contradicdo. Logo, existe x € X tal que
Yn=X— —<X1,f1>X1 - <x7fn71>xn71

tal que (yn, fn) # 0 e tome
Yn

<yn;fn>

e afirmamos que {xi,...,x,} é biortogonal a { f1,..., f,}. De fato

.Xn:

1
(o, fi) = G fa) (e f3) = (%, 7)) =0

comj=1,....n—1e (x,, fn) = 1. ]

Definicao 3.2.4. Dizemos que g em [a, D] tem variacdo finita, se para todo a =ty <t} <--- <t, =b,
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entdo

s

|g(tl) g(tl 1)| Sc¢
1

~.

sendo ¢ > 0. Entdo,

b
\/g: sup Zlgt, g(ti-1)
a

a=tg<t]<--<th=b—

é a variagdo total de g em [a, D).

Exemplo 3.2.2. Toda sequéncia mondtona em [a,b| tem variacdo finita. Seja g crescente com

l8(ti) —g(ti-1)| = g(ti) — g(ti-1)

para todo t; > t;_| entdo,

¥ lst)—sto)l = 3 lete) st

t)—gla)+g(ta) —g(ty)+---+gb) —gn—1)

Exemplo 3.2.3. Toda sequéncia g € CV]a,b] é de variacao finita. Existe um >0 e |g'(1)| <M
paratodo t € |a,b). Entdo existe um s; € [t;_1,1] tal que g(t;) — g(t;i—1) = g’ (s:)(t; — ti—1). Logo,

n

i tl 1 ’_Z|g Sz |tz i 1|<M Z( l,;l):M(b—a).

i=1 i=1

Definicao 3.2.5. Sejam x e g definidas em [a,D]. x é integrdvel ralativamente a g no sentido de

Riemann-Stieltjes em [a, D), se existe I € R tal que para todo € > 0 existe 8, entdo,
n
=Y x(si) [g(ti) —g(ti1)]| < €
i=1

paratodoa =ty <ty <---<t, =b tal que max |t; —t;_) < O para todo s; € [t;_1,t;].
l

Teorema 3.2.3. (Riez) Para todo f € (Cla,b])", existe g de variagdo finita em |a, b tal que

o f) = [ x(0dgto)

para todo x € Cla,b] e

b
7=V g-
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Demonstragcdo. Seja Cla,b] = C[0,1]. Agora, seja B[0,1] = {f limitado em [0, 1]}, sendo que
BJ0, 1] é um espago vetorial normado com a norma

X[l = sup |x(r)].

0<r<1

Note que C[0, 1] C B0, 1]. Para todo f € (C[a,b])” entdo, pelo Teorema de Hahn-Banach existe um

F € (B[a,b])" tal que (x,F) = (x, f) para todo x € C[0, 1], entdo, |F|| = || f|| com t > 0. Para cada
t €10,1], considere

I, 0<s<t
0, 1<s<

Seja g(t) = (H;,F) comt € [0, 1]. Desse modo,

i tl 1 | = Zsz tl 1)]

= Zs, [H,, — (H,, |, F)]

Por conseguinte, temos que

Zn: tl 1 ‘ = '<isi(Hli_Hli—l)ﬂF>

i=1

n
< Z si (Hy, _Hli—l)'
i=1
< FI =171
Logo,
b
Ve<IfI
a

Considere a sequéncia

Entao,

para todo 7 € [0,1].

Escolhendo uma parti¢cdo bem fina, obtemos que ||x — x,|| — 0 em B[0, 1] e x, — x em BJ0, 1]
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para todo x € C[0, 1]. Donde (x,,F) — (x,F) = (x, f) para todo x € C|a,b]. Note que

o F) = ZX(%) (y00F) = (Hir F)|

=1

- L) [ () -o (57 = [ e

~

Assim,
b
(x, f) :/ xdg VYx&Cla,b].

Entéo,

b b b

)l =1 [ xdg <\ g Il = 11 < \V &

a a a

Portanto,

b
IFI=V g

3.3 Espacos Reflexivos e Convergéncia Fraca

Definicao 3.3.1. Seja X um espagco normado e seja X* o seu Dual. Se chama Bidual para X, ao
espaco X** = (X*)*.

Teorema 3.3.1. Seja X um espaco normado. Existe um operador linear m : X — X** tal que
17 () [l = [|x[|x-

Demonstragdo. Paratodo x € X, seja g, € (X*)" =X** e (f,g:) = (x, f) para todo f € X*. Entdo,

(80| = [ A< Il - 1]

para todo f € X*. Isso implica que ||gx|| < ||x||. Pelo Corolario 3.2.1, do Teorema de Hahn-Banach,
para todo x # 0, x € X existe f tal que || f|| =1 e (x, f) = ||x||. Desse modo,

lgxll = sup [, £)] = [|x]]-
<1

Defina 7 : x — g,. Mostramos que 7 € linear e injetor e preserva a norma. Isso pode ser expresso

em termos de um isomorfismo de espacos normativos. [
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Definicao 3.3.2. Um espaco normado se chama reflexivo, se m(X) = X**. Se X ¢ reflexivo, entdo
X =X

Exemplo 3.3.1. Se X ndo é completo entdo ele ndo é reflexivo.
Exemplo 3.3.2. Se dim X < +oo, logo X ¢ reflexivo.
Exemplo 3.3.3. Para todo p > 1 temos que £, e L,|a,b] sdo reflexivos.

Exemplo 3.3.4. Seja H um espaco de Hilbert, entdo H é reflexivo. Temos que,
H*=H=H"=(H")"=H"=H.

Teorema 3.3.2. Seja X um espaco normado tal que X* é separdvel. Desse modo, X também é

separdvel.

Demonstragdo. SejaS*={feX*|||f||=1}. Como X* é separavel existe F = { f; };cy enumeravel
tal que F = S* onde F C S*.

Observacio: Existe G = {g;};cn tal que G = X* e tal que para todo f € S* existe g, € G: g, — f
efnzng—zucomfneS*,anf.

Continuando a demonstracao, temos que,

L=fll = sup [{x,fn)|

<1

assim, existe um x, € X tal que |(x,, f,)| > 5. Seja ¥ = .#{x,}. Afirmamos que ¥ = X. Suponha
que Y # X. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe f € X* tal que (y,f) =0 paratodo y €Y e
| f|| =1, onde f € S*, isso implica que existe fy, : fn, —> f € fn, € F. Dai,

1
E < |<xnk7fnk>|:|<xnkafnk>_<xnkuf>|
< el [ e = £l
< fu—=fll—0
com n — oo, 0 que € uma contradi¢do. Portanto, Y =X. L]

Corolario 3.3.1. O espaco ¢ ndo é reflexivo.

Demonstragdo. Provamos que ¢} = {... Suponha /y, entdo ¢; = /7, logo £, é separdvel, conse-
quentemente, /., € separdvel, o que contradiz o Teorema anterior.

Pela mesma razdo, L; e ¢., ndo sao reflexivos. O
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Definicao 3.3.3. Seja X um espaco normado, se diz uniformemente convexo se para todo € > 0

existe 8¢ > 0 tal que para todo x,y € X, ||x|| = ||y|| =1 e ||x—y|| = €, entdo,
lx+yll <2(1-96).

Teorema 3.3.3. (Clarkson) Para todo p > 1, £, e L,,(Q) sdo uniformementes convexos.

Demonstragdo. Sejam p > e ||x|| = ||y|| = 1. Pela Deigualdade de Clarkson a seguir temos que
1 1
( Y L ) < (WESIIEY | ool ooyl WES G
2 » 2 » 2 2 » 2 » 2
Entdo, se |[x —y|| > 2€ com 0 < € < 1, nés vemos que
P _ P
< I_HU <1-—¢”.
P 2l
Elevando ambos os lados na poténcia 117, temos
p
1
Fazendo 6 = 1 — (1 —¢&”)r, obtemos
Xty <1-6.
p
Por outro lado, sejam 1 < p <2 e ||x|| = ||y|| = 1. Por outra desigualdade de Clarkson temos o
seguinte,
1 1 4q
e KON e O S o1 R e e | B | A 3 e i R N
L) ST ) e e s )
q q P P
Entdo se ||x—y|| > 2¢, com 0 < € < 1, nés vemos que
q IT
x| 1_Hu <l_ed
2 » 2 »
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Elevando ambos os lados na poténcia é, obtemos

bl | (1—e9)a.
2 1y
1
Fazendo 6 = 1 — (1 —¢&%)4, obtemos
)ﬂ <1=9§
p

Teorema 3.3.4. (Milman) Todo espaco de Banach X uniformemente convexo é reflexivo.

Demonstragcdo. Seja X um espaco de Banach uniformemente convexo. Tome x** € Sy++ e considere
Q a injecdo candnica de X em X**. Segue do Teorema de Goldstine (MEGGINSON, 1998) que

existe uma sequéncia x; com i € I em By tal que

kK

(Q<xi))ielw_*> X

Defina (il,jl) < (iz,jz) quando iy < ip e j; < jo comiy,ip, j1, j2 € I. Assim,

(e(ere)),,..
(earen)),,, e =

Se x; C X* € uma sequéncia que converge para x™ € X*, entdo

o0+

1
5 (i ta)

¢ uma sequéncia tal que

1 = |xX*]| < lim inf
(i,j)elxI

= lim inf
(i,j)elx1

1
’5<xi+xi)

‘S lim sup ’Sl,

(i,j)elx1

donde

H%(xiﬂj) ‘ — 1.

Como X ¢é uniformemente convexo, segue que ||x; — x| — 0, o que implica que x; ¢ uma sequéncia
de Cauchy. Como X é completo, existe xo € X tal que x; — xo. Logo, (Q(xi))ier — Q(xp), donde
x** = Q(xp). Portanto, X ¢é reflexivo. O
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Definicao 3.3.4. {f, C X*} converge fortemente para f C X* se || fu — f|| —> 0 com n — eo.

Definicao 3.3.5. {f, C X*} converge fortemente para f € X* se para todo x € X

X fu) — xf)
fn —  f

Observagdo 3.3.1. Se f, converge fortemente para f entdo f, converge (@*) para f. De fato,

|G S| = 6 ) = 16 fa = OV < L fa = f1I - [Ixl} — 0

com 71 —» oo,

Exemplo 3.3.5. Considere {}, = {, tal que %—{—é =lee,=(0,...,0,1,...,0,1,...). Para cada

x € £, temos (x,e,) = x, convergindo para 0 com n — co. Entdo,

[on| < oo,

n=1

1
en —eml||g =24, e portanto, ndo é de Cauchy.

Ou seja, e, — 0, de modo que,

Teorema 3.3.5. Seja X um espagco normado e {f,} C X* uma sequéncia. Entdo f, converge (®*)

para f, f € X* se, e somente se:
i) Existe ¢ > 0 tal que || f,|| < ¢ para todon € N;
ii) Existe X' denso em X tal que (X, f,,) — (X', f) para todo x' € X'.

Definicao 3.3.6. Uma sequéncia {x,} C X, converge (x, — x) fracamente para x € X se para
todo f € X*, temos que

{n, f) — (%, f)-
Teorema 3.3.6. Seja X um espago normado e {x,} C X.
i) Caso {x,} converge fortemente em X, entdo o seu limite € tinico;
ii) Se x, — x entdo x, converge fracamente para x;
iii) Paratodo {x,} C X que converge fracamente é limitada.

Demonstracdo. 1) Suponha que x, converge fracamente para x e x,, converge fracamente para y.

Por defini¢do, para todo f € X™* temos

(o, f) — 6 f) e (o f) — )
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isso implica que (x, f) = (y, f) para todo f € X* ou que (x —y, f) = 0 para todo f € X*, pelo
Teorema de Hahn-Banach existe f € X* tal que || f|| =1 e (x—y, f) = ||[x—y]|. Entao,

lx=yll=@x—y,f)=0=x=y.

i) Obvio.

iii) Suponha que x, converge fracamente para x € X. Assim, (x,, f) é convergente em K para todo
f € X*, logo existe um ¢ > 0 tal que |(x,, )| < ¢y para todo f € X**. Seja g, = w(x,) € X,
Donde |(f,gn)| < ¢f para todo f € X*. Ora, se g, : X* — K entdo, pelo principio da limitacdo

uniforme, ||g,|| < ¢ implica que

lgnll = N7 Qo) | = llnll < €

para todo n € N. Portanto, {x,} é limitada. O

Exemplo 3.3.6. Seja H um espago de Hilbert separdvel e seja {e;} uma base ortonormal em H.

Para todo x € H temos,

(o)

o0
zzlcj erj
j=

i=1

(oo}

2 - 2 2
x=) el <lxll = x =) [(x.e) " = [lxl
j=1 i=1
para todo x € H. Se (x,ej) — 0 com j — oo, entdo (ej,x) — 0, e isso implica que e converge
fracamente para 0. Como ||e, — en|| = /2, desse modo, {e,} ndo é de Cauchy.
Teorema 3.3.7. Seja X um espaco normado, x,, converge fracamente para x em X se, e somente se,
i) Existe ¢ > 0 tal que ||x,|| <

ii) (xp,f) — (x,f) para todo f € F, sendo F um subespaco vetorial denso em X*.

Teorema 3.3.8. (Mazur) Seja X um espaco de Banach e {x,} uma sequéncia em X e x € X. Se x,

converge fracamente para x, entdo existe x, tal que

1 n
i) X, = Z o (n)gxy, sendo o (n); = 0 tal que Z o(n)e = 1;
= k=1

ii) X, — x fortemente.
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Demonstracdo. Vamos provar como caso particular que x,, converge fracamente para x, entdo existe

X, tal que
n
Xn = Z 1) X,

com a(n); € K tal que xX;, — x fortemente. Suponha que X, ndo converge para x. Seja ¥ —
Z({xn}), logo x ¢ Y. Pelo Corolério 3.2.4 existe f € X* tal que (y,f) =0 paratodoy €Y e
(x0,f) =1 paraxg € X \ Y de modo que (x,, f) = 0 para todo n. Sabemos que x,, converge fraca-

mente para x, entdo (x,, f) — (x, f) sendo que (x,, f) =0e (x,f) = 1, 0o que é um absurdo. [
Teorema 3.3.9. Seja X um espago de Banach que é uniformemente convexo e seja {x,} C X:

i) x, converge fracamente para x;

ii) ||xa|| — ||x||. Entdo x, converge fortemente para x.

Definicao 3.3.7. Um conjunto M C X chama-se fracamente limitado, se para todo f € X* existe
cr = 0tal que |(x, f)| < ¢y para todo x € M.

Teorema 3.3.10. Seja X um espaco de Banach. O conjunto M C X é limitado se, e somente se, M

é fracamente limitado.

Demonstragdo. =) Seja M limitado, entdo existe um c tal que ||x|| < ¢ para todo x € M. Seja

f € X*, temos que

[ A< Al < e 1A

para todo x € M. Tome ¢ f =c||f]|. <) Seja M fracamente limitado, mas ndo é limitado. Existe

{x»} € M tal que ||x,| > n® para todo n € N. Seja y, = *. Temos que,

[ (s )| = !(xn,f>| HO

com n — o ¢ para todo f € X*. Isso implica que y, converge fracamente para 0, entdo existe c tal

que ||yx|| < ¢ para todo n, mas

2
X n
o = 2l 22
n n

=n
para todo n € N. Portanto é um absurdo. ]

Teorema 3.3.11. (Compacidade Fraca) Seja X um espaco de Banach reflexivo e M C X limitado.

Para cada {x,} C M e {x,,} C {x,} existe xo € X tal que x,, converge fracamente para x.

Nota 3.3.1. Seja H um espaco de Hilbert e {e;} ortonormal com ||e;|| < I para todo j, mas ||e; —

ej|| = /2 para todo i # j. {e;} ndo contém nenhuma subsequéncia convergente.
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Demonstracdo. Suponha que X seja separavel, entdo X = X™* e, logo X** é separdvel, assim, X*
também € separdvel. Existe F C X enumerével e denso em X*, sendo F = {f1, f2,.--, fu,---}. Se

M ¢ limitado entiio existe ¢ > 0 tal que ||x|| < ¢ para todo x € M. Seja x(¥) = {x,} ¢ M. Temos

| Ce S| < Ml - AT < el A2l
(1) ~ (0)

para todo n. Sejax, * C x; ', subsequéncia tal que (xﬁ,l)7 f1) converge. Novamente

()| <clinl

para todo n. Seja xflz) subsequéncia de x,(f) tal que <x,(12), f2) converge. Continuando o raciocinio,

X = ( (1”),x§"),...,x,§”),...>

construimos a sequéncia

tal que (x,(ln), fn) converge. Construimos entdo
X = (x(ll),xgz),...,x,(ln),..) )

Afirmamos que para todo k € N a sequéncia

<x§1),fk> ) <x§2),fk> yenes <x,(ln),fk> .

converge, ou seja, existe o

lim <x,S”), fk>.

n—yoo

Vamos provar que para todo f € X* temos que { <x,(ln), f)} é de Cauchy.
Seja f € X*, entdo existe { f,,} C F tal que f, converge para f.

(1) = (s.1)

< (G ) = (A ) [ G0 ) = G0, )|+ (5 ) = (ol 1)
< ) =gl [ 5 = G0 g | e 1

< el = full +| (8 1) = (7 f )|l — 11— 0

com m,n — oo, Entdo, para todo f € X* existe

lim <x,§”), f> — g/

n—oo
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Introduzimos g : X* — K tal que (f,g) = g¢. Tome g, =T (x,S”)> tal que g, : X* — K e tal que

(fgnh = (5" f).

Dai, temos que
(gn) = (f,8) V[feX"

Por outro lado, ||g,||:

o

1A <ellfll-

|f|l, desse modo, ||g,|| < ¢. Por um Coroldrio do Teorema de Hahn-

(f.8n)l = |(57. )] <
Para cada X*, |(f,gn)| < c

Banach temos que g é continuo, logo g € X**, entdo existe xo tal que w(xg) = g. Por conseguinte,

x,(in) converge fracamente para xp, ou seja, para todo f temos (x,, f) — (xo,f) para todo f € X*.
Mas <xn>f>:<f7gn>—><f7g>:<x07f>' L
Teorema 3.3.12. Uma sequéncia x" = {x(ll) ,xéZ), . ,x,(qn), ...} converge fracamente para x em (,,

com p > 1 se, e somente se,

i) Existe c > 0 tal que

MO H <ec

ii) xl(n) — x; com n — o« e para todo n € N.

Demonstragdo. Se x() converge fracamente para x, entdo existe ¢ > 0 tal que Hx(")

< ¢ para todo
n.
=) (x, ) — (x, f) para todo f € ¢, = L,4. Considere ¢; € £, tal que e; = (0,...,1,0,...) com
i € N. Temos que

<x(”),e,~> — (x,e;)

sendo que <x(”),e,~> = xl(")

<) Seja F = ZL{e;}, assim, F = .Z{e;} = {,. Paratodo f € Z{e;}, entdo

e (x,e;) =x;comn —ocoecomiec N.

n
f: Z Oy ey.
k=1
Temos que
ny n ny
<x("),f> =) o <x("),€k> = Zl, O‘kx/(cn) — Y ogxi = (x, f).
k=1 k=1 k=1
O

Teorema 3.3.13. Uma sequéncia x, converge fracamente para x em Lyla,b] com p > 1 se, e so-

mente se,
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i) Existe ¢ > 0 tal que ||x,||, < ¢;
t t
ii) Paratodot € [0,1] tem—se/ X () dt — / x()de.
0 0
Teorema 3.3.14. Uma sequéncia x, converge fracamente para x em Cla,b) se, e somente se,
i) Existe ¢ > 0 tal que ||x,|| < ¢ para todo n € N;

ii) x,(t) — x(t) com n — oo para todo t € [a,b).

3.4 Operadores Adjuntos

De forma sucinta, no ramo da Matematica, mais especificamente em Andlise Funcional,
podemos dizer que um operador linear em um espago de Hilbert pode possuir um operador adjunto.

O adjunto de um operador linear A é, de vez em quando, chamado de conjugado Hermitiano de A.

Definicao 3.4.1. Sejam X, Y dois espacos normados e A € £ (X,Y). Se chama operador adjunto,
a um operador A* € L (Y*,X*) tal que (x,A*f) = (A(x), f) para todo x € X e para todo f € Y*.

Teorema 3.4.1. Para todo A € L (X,Y) existe um vinico A* € L (Y*,X*) e ||A*|| = ||A]|

Demonstragdo. Suponha que existe A} € Z(Y*,X*) tal que (x,A*f) = (A(x),f) e (x,A}f) =
(A(x), f) paratodo x € X e para todo f € Y*. Entdo (x,(A* — A7) f) = 0 para todo x € X e para todo
feY*. Logo, (A* —A7)f = 0 implica que A* = A] para todo f. Temos que

[(x, 8701 = A, O < A LT < AL - LA 1]
para todo x € X, onde A* f = g para todo f € Y*. Desse modo,

ler I < HAll- A1 = A1 < [[All- A1

para todo f € Y*, isso implica que ||A*|| < ||A]l.
Para todo x € X temos y = A(x), entdo, pelo Teorema de Hahn-Banach existe um f € Y* tal que
17l =1e (3, f) = llyll. Assim,

A = Iyl = . f) = (Alx)) = (x,A%S).
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Dai, temos que

(o AN F) < Il - AT HLA = HACOI < [JA7]]- [l
= Al <A™l

= [lAll = [la%]-
N
Teorema 3.4.2. Sejam X, Y dois espagos normados e A,B € £ (X,Y).
i) Paratodo o, € K temos (0 A+ B B)* = o A* + B B*;
ii) Se Be Z(Y,Z) com Z sendo espago normado, entdo (BA)* = A*B*;
iii) Caso A~' € L(Y,X), D(A™") =Y, entdo (A~")" = (4*)"".
Demonstragdo. 1) Trivial.
i) Para todo x € X e para todo f € Z*, sabemos que
(BA(x),f) = (x,(BA)"f).
Também
(B(A(x)),f) = (A(x),B"f) = (x,A"B"f).
Como
(x,(BA)*f) = (x,A"B* f) = (BA)* = A"B".
iii) Temos que AA~! = Iy e A='A = Ix. Por outro lado
(AA DY = (A7) A" = iy,
também
(A7'A) =A" (A7) = Iy,
isso implica que (Afl)* = (A")"L O

Definicao 3.4.2. Sejam H| e H dois espagos de Hilbert e seja A € £ (Hy,H,) um operador. Um
operador A* € £ (Hy,H) chama-se Hilbertiano adjunto a A se para todo x € H| e para todo

y € Hj tivermos
<A(X),y>[-12 = <xaA*y>H1'
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Capitulo 4
Operadores Compactos

Em Analise Funcional, os operadores compactos modelam uma grupo de operadores
lineares limitados entre os espacos de Banach. Em espacgos de Hilbert, pode-se mostrar que, de fato,
operadores compactos sdo limites na norma operacional de operadores de posto finito. O estudo
destes operadores veio do desenvolvimento da teoria espectral e também da validez de uma versao

da alternativa de Fredholm.

4.1 Conjuntos Compactos em Espacos Normados

Definicao 4.1.1. Seja X um espaco normado e M C X um subconjunto. Diremos que M é compacto

se para todo {x,} C M, existe subsequéncias {x,} e existe xo € M tal que x,, converge para Xx.
Lema 4.1.1. Todo conjunto compacto em espago normado é limitado.

Demonstra¢do. Se M C X compacto mas ndo limitado, entdo existe {x,} C M tal que ||x,| > n
para todo n € N. Como M é compacto, existe x,, convergente, logo {x,, } € limitada. Desse modo

existe ¢ > 0 tal que ||x,, || < ¢ para todo ny, portanto, ¢ uma contradigao. O

Lema 4.1.2. Todo conjunto compacto num espago normado X é complexo, isto é, para todo {x,} C

M de Cauchy, existe xo € M tal que x,, — xo.

Demonstragdo. Seja {x,} C M de Cauchy e M compacto. Entdo, existe {x,, } tal que x,, — xg

isso implica que x,, — xp. [
Corolario 4.1.1. Todo conjunto compacto em um espaco normado X é fechado.

Demonstracdo. Seja M C X compacto e seja xo € M entdo {x,} C M tal que x,, — xo. Como M ¢
compacto, logo também sera completo. Pela unicidade do limite, temos que xo € M. [
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Nota 4.1.1. Em R" qualquer conjunto fechado € limitado e compacto. Porém, caso dim X = oo, isso

nao € verdade.

Exemplo 4.1.1. Seja B = B[0,1] em ¢1. Temos
B={xcli||xl <1}

limitado e fechado. Considere {e,} C B sendo e, = (0,...,1,...) e ||e, — en|| = 2 para todo m # n.

Isso implica que ndo existe {x, } C {x,} convergente.

Definicio 4.1.2. Um conjunto M C X chama-se relativamente compacto, se M é compacto em X.
Lema 4.1.3. Todo conjunto M relativamente compacto em X é limitado.

Demonstragdo. Seja M C M compacto e portanto limitado. Portanto, M é limitado. [

Teorema 4.1.1. (Riez) A dimensdo de um espaco normado X ¢é finita se, e somente se, a bola

unitdria B|0, 1] C X € relativamente compacta.

Demonstra¢do. =) Vamos supor que dim X = n entdo X = R” implica que B[0, 1] é compacto.

<) Suponha que B|0, 1] é relativamente compacta em X, mas a dim X = 0. Seja x| € X, x; # 0,
x| =1 e L = Z(x1). Seja L # X, entdo existe x, € X tal que |lx, — £|| > 5 para todo £ €
Ly, logo, pelo Teorema 1.7.5 temos que ||xz| = 1. Dai, [x, —xi|| > 3 para x, € B[0,1]. Tome
Ly = Z{x1,xp} # X. Tome € = %, existe x3 tal que |lx3|| = 1 tal que [jx3 —¢| > % para todo

¢ € L, por conseguinte, [[x3 —xi|| > 1 e ||x3 —x2|| > 5. Assim construimos {x,} C B[0,1], tal que
1%, — Xm|| > 3 para todo m > n, logo ndo existe {x,, } C {x4}, 0 que contradiz a hipétese de que

BJ0, 1] é relativamente compacto. O

Definicao 4.1.3. Seja M C X. S C X chama-se €-rede de M se para todo x € M existe s € S tal que
|x—s]| < €.

Definicao 4.1.4. Um conjunto M C X se chama totalmente limitado se para todo € > 0, M possui

uma €-rede finita.

Exemplo 4.1.2. Em R", todo conjunto limitado é totalmente limitado.
Seja M C R", entdo existe Q = |a,b] X --- X [a,b] tal que M C Q. Seja € > 0 e seja N tal que

b—a < €
N 2

Tome h = le esejaa=ty<t; <---<t, #btal quet;—ti_y = h. Considere S = {(t;,,ti,,...,ti,) }-
S é e-rede para Q em {R",|| - || }. Dado x € Q, com x = (x1,x2,...,%,) para todo xi. Existe t;_tal
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que |x; —t;, | < §. Portanto,
£
H(X1,X2, e ,Xn) - (tl'] ylinye-- ,tin)Hoo < 5

Exemplo 4.1.3. Em (| tome & = {ej}, ej = (0,...,1,...) ndo é totalmente limitado pois € < % nao

existe €-rede finita para &, de modo que, ||e; — ¢;||2 para todo i # j.

Teorema 4.1.2. (Hausdorff) Seja X um espaco normado. Para todo M C X relativamente compacto
em X, M é totalmente limitado. Por outro lado, se X é um espaco de Banach, para todo M C X que

€ totalmente limitado é relativamente compacto.

Demonstra¢do. =) Seja X um espaco normado e M relativamente compacto em X. Suponha por
absurdo que M nio € totalmente limitado, entdo existe & > 0 tal que M ndo possui nenhuma &-
rede finita. Ou ainda, M nao pode ser coberto por um numero finito de bola abertas de raio &.
Tome x; € M, desse modo, B(xi,&)) # M, logo existe x, € M tal que x, ¢ B(x1, &),
entdo ||x; —xz|| = €. Dai, temos que B(x;,&)UB(x2,&) # M de modo que existe x3 € M tal que
[x1 —x3| = € € [|x2 —x3]| = &.
Continuando, assim, construimos uma sequéncia {x, } C M tal que ||x, — x| > €. Para
todo m > ng temos que {x,} ndo compreende nenhuma sequéncia de Cauchy. Absurdo, pois M é
relativamente compacto.
<) Seja X um espago de Banach e M totalmente limitado em X. Temos que provar que M é
compacto. Provemos que para todo {x,} C M contém uma subsequéncia de Cauchy. Sejae >0e

Se = {s1,...,5,} uma e-rede de M. Para cada n € N, existe }l—rede finita,

= (s,

Seja Y = {x,}. Dado isso Y C M, entdo
ki
veme (s 1)

i=1

existe Y1 C Y tal que Y] € infinito e existe

tal que
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Note que
YYCMCB|s 'S

1
e (s)

Y C By =B (s(z) 1) .

Existe Y] DY, D...D Y, D...tal que
1
Y, CB(SE"),—).
"'n

Tome x,, € Y; e np > n;j tal que x,,, € Y. Construimos {x,, } C {x,} tal que x,, C Y;. Vamos provar

existe Yo C Y] CY e existe

tal que

que {x,, } ¢ de Cauchy.

Para todo lim > N e x;,,x,,1Yy, donde

N N 2
g =i | < b = 553”1 e, =3l <

logo, {x,, } é de Cauchy. Seja {y,} C M de modo que existe {x,} C M tal que ||y, —x,|| < 1, assim
existe {x,, } de Cauchy e {y,, } € também de Cauchy, pois

1 1
||J’ng _yan < ||yru _xneH + ||xn/; _xan + Hxnm _ynm” < I’l_g + . + ||xnzz —xan —0
m

com ny,n, — . Como X € de Banach, existe yy € X tal que y,, — yo entdo yg € M. Portanto M

¢ relativamente compacto. [

Definicao 4.1.5. Um conjunto M C Cla,b] chama-se uniformemente limitado se existe ¢ > 0 tal
que |x(t)| < ¢ para todo t € [a,b] e para todo x € M.
Nota 4.1.2. M C Cla,b] é uniformemente completo se, e somente se, é limitado em C|a, b].

Definicao 4.1.6. O conjunto M C Cla,b] se chama equicontinuo se para todo € > 0 existe 6g > 0
tal que para todo t,t; € [a,b] tal que |ty — 12| < O, entdo |x(t1) —x(t2)| < € para todo x € M.

Exemplo 4.1.4. Seja M = {1,1,t>,...} C C[0,1]. M é uniformemente limitado pois |t"| < 1 para

todot € [0,1] e para todo n € N. M ndo é equicontinuo.

Dado .
= (1—;) e V=1
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entdo
£ (1) _ g -1
mas n n
DA PLIOM I TR ) IR (PR RN RS
(") = (") . p
CONl n —» oo,

Teorema 4.1.3. (Asvoli-Arzald) Um conjunto M C Cla, D) é relativamente compacto se, e somente

se, M ¢é uniformemente limitado e equicontinuo.

Demonstracdo. =) Seja M relativamente compacto, pelo Teorema de Hausdorff (Teorema 4.1.2)
M é totalmente limitado, entdo M é limitado, logo M € uniformemente limitado.

Sejae >0eS={s((t),...,5,(¢)} uma 5-rede de M. Temos s;(t) € C[a,b] para todo
i=1,...,N entdo s;(t) € uniformente continua, desse modo, para cada i = 1 : N existe &; tal que
|si(t1) —si(t2)| < § para todo 11,1, € [a,b] tal que [t; — 1| < §;. Seja

= min .
1<i<N

Para todo t1,1; € [a,D] tal que [t} — 1| < & temos
x(t1) —x(t2)| < [x(t1) = sig (71)] + 53y (1) — 5ig (2) ] + [ 53, (12) — x(12)| < €

pois para todo x € M existe i tal que ||x — s;y|| < §. Isso implica que |x(t;) — x(2)| < & para todo
11,1 € [a,b] tal que |t} — 12| < &. Portanto M é equicontinuo.

<) Dado M uniformemente limitado e equicontinuo, entdo M é totalmente limitado (Teorema
4.1.2), assim, M é relativamente compacto pois Cla,b] é de Banach. para todo € > 0, |x(7)| < c,

para todo 1,1, € [a,b] e para todo x € M. Seja
—Cc= < yU<p<...<y=c
uma parti¢io de [—c,c] tal que | — 41| < £.
Considere a =1y <t; <t) <...<t, =btal que |t; —;_1| < 8, sendo |x(t;) —x(1y)| < £
para todo [t; — 12| < §. Temos

Se = {s(1) € Cla,b] | s(1:) =}

comi=0:n,j=0:mesélinearem [t;_1,t;] com i =1: n. Dai, S¢ é finito.
Sejax € M e seja s € S tal que |x(1;) —s(5;)] < €.
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Primeiro vamos provar que paracadai=1:n

)
|
)
)

5(t5) = $(ti-1)| < () = x(8) |+ be(ts) — (1) |+ e(tim1) — s(tin)| < = +
Logo, para todo ¢ € [t;_;,t;] temos
|s(t,~)—s(t)|<§e Viel:n.
Para todo x € M e para todo ¢ € [a,b] existe ip tal que f € [tj,—1,t;,]. Desse modo,

(0) = 5(0)] < (o) — ()| - () — ()| + (i) = 5(0)| < &+ 5+ Se =e.
OJ

Definicao 4.1.7. Seja X um espaco normado. C(D) é o conjunto das funcionais continuas definidas

no compacto D C X. Entdo,

1f|I = sup f(x).
xeD
Teorema 4.1.4. M C (), com p > 1 é relativamente compacto se, e somente se,
1
i) M é limitado em {p,. Existe ¢ > 0 tal que ||x|| < c? para todo x € M;

ii) Para todo € > 0 existe ng € N tal que

Z lxi|P <eP VxeM.

i=ng

Demonstragdo. 1) Consequéncia de Hausdorff.

ii) Para cadax € £, x = (x{....,Xp,...) defina os operadores seguintes:

xl,...,xn,O,...)

(
Rn(X) = (O,...,O,xn+1,xn+2,...)
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Por Hausdorff, para todo € > 0 existe %-rede finita. Seja S = {sy,...,s,}. Para cada x € M existe
ip € {1,...,m} tal que ||x —s;, || < §, paratodo i€ {1,...,m} existe n; tal que ||R,(s;)|| < §. Seja

. € .
ne = min ni = ||Ru, (si)]| < 3 Vie{l,...,m}.

Para todo x € M temos,

1
00 p
(Z |xi|p> = [[Rne ()| = [lx = Sne ()| < [l =g 1 4[5 = S (sig )l + 1S (8i0) = Sne ()

i:ng

2 €
< 2= sip |+ [Rue (i)l < -+ 5 =&

=) (Vamos construir uma &-rede). Seja € > 0 e n, tal que

. »
Y ) <
i:ng

Seja S ={(y1,---,¥n,0,...,0,...) |yi=k; 8}, onde

VxeM.

N m

8 .
1°
2nf

v=([2] 6. [2] 5.0...).

de modo que [3] denota a parte inteira. Assim,

0= ki€Z e |k <

¢
5

Sejax € {,eyc Stal que

1

=y, = (z} [%] 5 x| +-i+1 ,xl,|p)p
< (e () = ()" ()
SO

Teorema 4.1.5. (Riez) M C Ly[a,b] com p > 1 € relativamente compacto se, e somente se,

i) M é limitado em Ly|a,b], ou seja, existe c > 0 tal que ||x||, < ¢ para todo x € M;
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ii) M é equicontinuo em média, isto é, para todo € > 0 existe 8¢ > 0 tal que |s| < 8. Entdo,
b
/ x(t+5)—x(t)|Pdt <& VxeM.
a

Lema 4.1.4. Sejam X e Y dois espagcos normados e seja f : X — Y continua. Entdo para todo
M C X compacto f(M) é compacto emY.

Demonstracdo. Seja {y,} € f(M), logo para todo n € N existe x, € M tal que f(x,) = yp, isso
implica que existe {x, } C {x,} tal que x,, — x em X desse modo x € M, por conseguinte,
f(xn,) — f(x) emY, assim f(x) € f(M), e portanto, f(M) é compacto. N

Teorema 4.1.6. (Weierstrass) Seja X um espagco normado e f : X — R, para todo M C X com-

pacto, temos que f é limitada em M e assume em M os seus valores mdximos e minimos.
Demonstracdo. Consequéncia do Lema 4.1.4. [

Teorema 4.1.7. (Cantor) Sejam X, Y dois espacos normados e f : X — Y continua. Para todo
M C X compacto, f é uniformemente continua em M, isto é, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
| f(x1) — f(x2)]| < € para todo x1,x € M tal que ||x; —xz2|| < 6.

Definicao 4.1.8. Uma familia {U, }; € A de conjuntos abertos em um espaco normado X, chama-
se cobertura de M C X se

M C U Oy
AEN

4.2 Operadores Compactos

Definicao 4.2.1. Sejam X, Y espacos normados e A : X — Y um operador linear. A chama-se

compacto se para todo M C X limitado, A(M) € relativamente compacto em Y .

Nota 4.2.1. Se Y é um espago de Banach, entdo A é compacto se, e somente se, para todo M C X

limitado, A(M) € totalmente limitado em Y.

Nota 4.2.2. Se A é um operador compacto, entdo A € limitado, ou seja, A € Z(X,Y).

Exemplo 4.2.1. Vamos mostrar que A : X — Y linear que aplica conjuntos limitados em conjuntos
limitados é limitado.
Vamos supor que A ndo é limitado, entdo para todo k > 0 existe x € X tal que ||x|| = 1,

mas ||A(x)|| = k, portanto A(s(0,1)) ndo é limitado, o que é um absurdo.

Definicao 4.2.2. Sejam X e Y dois espagos normados, T(X,Y) é o conjunto de todos os operadores
lineares compactos de X em Y.
7(X,Y) C Z(X,Y).
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Exemplo 4.2.2. Seja X um espaco de Banach e o operador I : X — X. O operador I € ©(X) se,
e somente se, dim X < 4oo. Caso dim X,Y = e entdo 1(X,Y) # Z(X,Y).

Exemplo 4.2.3. Sejam X, Y dois espacos normados e T : X — Y linear. Todo T € £(X,Y)
operador de dimensdo finita é compacto.

Prova. Seja T com dimensao finita. Para todo M C X limitado temos T (M) C Im(T), entdo T (M)
é relativamente compacto. Se dimY < +oo entdo ©(X,Y) = £ (X,Y) para todo espaco normado

X. Em particular, para todo f € X* temos que f é compacto.
f: X—K e dmK=1.

Observagdo 4.2.1. Todo operador limitado de dimensao finita € compacto.

Exemplo 4.2.4. Seja X um espagco normado e dim X < +oo. Para todo T linear, T : X — Y
é limitado, ou seja, T € L (X,Y). Todo T tem dimensdo finita. Neste caso, também t©(X,Y) =
Z(X,Y).

Exemplo 4.2.5. Sejam CV[a, b),
CW{a,b] — Cla,b] com I(x) = x. Vamos provar que I é compacto.

et = I¥ltas) = 1 s € CVla,b] © Cla,b] € seja T
Prova. Seja M um conjunto limitado em C'!) [a, D] temos que provar que I(M) = M ¢é relativamente

compacto em Cla,b). Dado M limitado e C\V|a,b], entdo existe ¢ > 0 tal que ||x||c(1>[a p < € para

todo x € M. Assim, ||x||cjqp) < ¢, logo M € uniformemente limitado.

%) , %) ,
X (s)ds |x'(s)|ds
151 151

para todo x € M. Logo, para cada € existe 6 = % equicontinuo. Portanto, I é compacto.

Por outro lado,

lx(t1) —x(2)| = < <clrp—1l|

Exemplo 4.2.6. Seja K : C[a,b] — Cla,b] sendo

b
Kx(r) = / K(t,5)x(s) ds

e K(t,s) € Cla,b] x Cla,b]. Seja M um conjunto em Cla,b] limitado, assim, existe ¢ > 0 tal que
||x|| < ¢ para todo x € M. Vamos provar que K (M) é relativamente compacto em Cla, b).
Prova. Para todo y(t) € K(M) entdo y(t) = Kx(t) para todo x € M.

Il = [[Kx] < (K| Il < K[ e ¥y € K(M).

Logo, K(M) é uniformemente limitado.
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Seja € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo (t1,s1),(t2,52) € [a,b] X [a,b] e tal que

€
t —(t 0= |K(t —K(z —_— .
[(t1,51) = (12,52)[]2 < 8 = [K(t1,51) (2’S2>|<c(b—a)
Entdo, para todo y € K(M) temos que
b €
o) 3] < [ K(019) = K()] (9 ds < e (b —a) =

para todo t1,t; € M tal que |t; —t;| < 8. Portanto, K(M) é equicontinuo.

Lema 4.2.1. Sejam X, Y dois espacos normados, entdo t(X,Y) é um subespaco vetorial em

Z(X,Y).

Demonstragdo. Se A e B pertencem a T(X,Y) entio A+ B € 7(X,Y). Seja M C X limitado, temos
que provar que (A + B)(M) € relativamente compacto.

Seja {y,} € (A+B)(M), entio existe x,, € M tal que y, = Ax, + Bx, com {Ax,} CA(M),
logo existe {Ax),} C {Ax,} tal que Ax], converge. Seja {Bx),} C {Bx,} C B(M), desse modo existe

{Bx);} convergente. Entdo, y; = Ax], + Bx,, é convergente. O

Teorema 4.2.1. Seja X um espaco normado e Y um espago de Banach e seja T, € ©(X,Y) tal que
T, — T € Z(X,Y) uniformemente. Entdo T € t(X,Y).

Demonstracdo. Seja B C X limitado de modo que ||x|| < ¢ para todo x € B. Provar que T(B) é
relativamente compacto em Y. Como Y é um espago de Banach basta provar que 7 (B) é totalmente
limitado. Sabemos que 7, —> T uniformemente. Seja & > 0, existe ng tal que |7, — T|| < 5.
T, € ©(X,Y) entdo T,,(B) é totalmente limitado. Seja S = {sy,...,s,} uma 5-rede finita de 7;,,(B).
Vamos provar que S é e-rede para T (B).
Sejay € T(B), assim

1y = igll = 1T = siy | 1T = Tgoxl| + [ T x — i |
HT - Tno” + HTnox_ sio”
e €

—c+-=¢
2513

NN N

]

Corolario 4.2.1. Sejam X, Y dois espagos normados. ©(X,Y) é um subespaco vetorial fechado em
Z(X,Y).

Exemplo 4.2.7. Seja T : ly — {3 sendo T (x) = (F,%,...,3%,...) e |[T|| = 1. Provar que T €
‘C(fz).
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Prova. Seja
X2 Xn
R = (22 20...)
W= (T30

e seja T, € ©({p). Para todo x € {5, temos

o .2
X;
S (| 1< 1
n n+1 anllz n‘f—lzl;l )2
Isso implica que
(T = Txll < 7 lxll Vx € £,

Entdo,

1
T, - T|<———0
n+1

com n — oo, Portanto T é compacto.

Lema 4.2.2. Seja {x,} C X. {x,} é relativamente compacto como conjunto de pontos de X. Se x,

converge fracamente para X, entdo x, — X.

Demonstragcdo. Supor que x, converge fracamente para x, mas x, — x, logo existe & > 0 e existe
{xn} tal que |lxy, —x[| > €. Dai, {x,} C {x,}, de modo que existe {x, } C {xy }. Temos que
Xy, — X me X. Como x, converge fracamente para x entao X, converge fracamente para x. Xt
convergind fracamente para x; implica que x = x1. Ou seja, Xy — X fortemente, o que contradiz
1%, — x[| = €. O

Teorema 4.2.2. Sejam X, Y espagos normados e T € ©(X,Y). Entdo T aplica toda sequéncia {x,}

que converge fracamente a uma sequéncia {Tx,} que converge fortemente emY.

Demonstracdo. Seja {x,} um sequéncia que converge fracamente, consequentemente {x, } é limi-
tada, entdo {7Tx,} é relativamente compacto em Y, isso implica que {7x,} converge fracamente

entdo pelo Lema anterior {7'x, } converge fortemente. U

Teorema 4.2.3. Sejam X, Y, Z trés espacos normados e sejam A um operador limitado, A €
Z(X,Y)eBe ZL(Y,Z). Se A ou B é compacto entiio BA € 1(X,Z).

Demonstragdo. Seja A € T(X,Y) e seja M C X limitado, por conseguinte, A(M) € relativamente
compacto em Y, assim A(M) é compacto e B (A(M)) é compacto. Seja B(A(M)) C B(A(M)), isso

implica que B(A(M)) é relativamente compacto em Y.
Se B é compacto entdo para todo M € X temos A(M) limitado, logo B(A(M)) é relati-

vamente compacto. 0

Teorema 4.2.4. (Riez) Sejam X e Y espacos normados e A € ©(X,Y). Entdo A* € T(y*,X™).
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Demonstragdo. Seja M C Y* limitado, ento existe ¢ > 0 tal que || f|| < ¢ para todo f € M. Provar

que A*(M) é relativamente compacto em X*.

Para todo f € M,
[A*f| = sup [(x,A"f)] = sup [(Ax,[)]
[lx]I<1 [lxlI<1
= sup [(v,f)]
YEA(B)
= sup [(»f)
YEA(B)
= sup |(y, )],
yeD

sendo D = A(B) compacto em Y. Dado
{c. 16 = sup st
xeD

¢ de Banach. Seja [[A*f|| = || fllc(p)- Assim, M C C(D).

Primeiro vamos provar que M é uniformemente limitado. Para todo y € A(B) tal que

|0 AN =[x, )] = [, A< [l - 1A - (1]

sendo que ||x|| < 1 e ||f]| < c. Paratodoy € A(B),

D=0 AHI<cl|A™] ¥V feM.

Logo M C C(D) é uniformemente limitado.

Agora vamos provar que M é equicontinuo. Para todo y;,y, € D temos

fO1) = fO2)l = [01.f) = 2, f)]

= |1 —y2, /)]
< v =2l - 1A
< <y =2l

Logo, M é equicontinuo. Entdo M é relativamente compacto em C(D) (Ascoli-Arzela).
Seja {A*f,} C A*(M). Sabemos que {f,} de modo que existe {f,, } convergente em
C(D). Assim,
ank _fan —0
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com k,m — oo, mas
ank _fan = HA*fnk _A*fnm —0

com k,m — co. Desse modo, {A* f;,, } € de Cauchy em C(D) que é de Banach, e portanto, converge.
0

Observagdo 4.2.2. Dual para operador compacto € um operador compacto.

4.3 Equacoes Lineares com Operadores Compactos

Definicao 4.3.1. Seja X um espaco de Banach e sejaT € 1(X) e sejaTx—Ax=y, L € KeyeX.

Esta é a equacdo linear de segundo género. Associadas a ela existem:
i) Tz—Az=0;
i) T"f—Af =0;
iii) T*"h—Ah=0.
Onde N(T — AI), N(T* — Al) sdo niicleos e R(T — AI), R(T* — AI) sdo imagens.
Lema 4.3.1. Seja X um espago de Banach, T € ©(X) entdo para todo A # 0 temos:
i) dim N(T — Al) < +oo;
ii) dim N(T* — AI) < Hoo.

Demonstragdo. i) Para todo x € N(T — Al) temos (T — Al)x =0 ou Tx = Alx, assim [ = %T em
N(T — AI), isso implica que dim N(T — AI) < +oo (ver Teorema de Riez sobre identidade).

i1) De forma andloga ao item 1). ]

Lema 4.3.2. Seja X um espaco de Banach, T € ©(X) e A #0. Seja N=N(T —AlI) e M um
subespago vetorial fechado tal que X = N + M. Para todo y € R(T — Al) existe um tnico x € M

que € solugcdo de Tx — Ax =y e existe ¢ > 0 tal que ||x|| < c||y||-

Demonstracdo. Seja a dim N < +oo, entdao existe M um subespaco em X tal que X = N + M.
Seja Ax = (T — Al)x para todo x € M. Afirmamos N(A) = {0}. De fato se x € N(A), temos
(T — AI)x =0, por conseguinte, x € N e x = 0.

Seja o operador A : X — X injetor com D(A) = M. Mais ainda R(T — A1), entdo existe
A71:X — X com D(A~") =R(T — AI) e R(A~') = M. Vamos provar que A~! é limitado.
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Suponha que A~! nio ¢ limitado, assim existe y, € R(T — A1) tal que ||y,|| = 1, mas

|A= y, || — oo com n — oo. Tome

A_lyn

—— =X, EM =1.
HAilyrlH Xn € ||X||

.Xn:

Tx, contém uma subsequéncia convergente Tx,,, Tx, — xo € X. Temos Ax,, = Tx,, — Axy,.
Dai,

[ 1
|Axy|| = —= = — —0
ATyl AT ]
com n — oo, Assim, | .
X, = I(Txnk —Axp,) = Xp, — 70

com k — o=. Isso implica que
(T — AQ)xn, = Txp, — Axp, —> x9 —x0 = 0.
Portanto 1
(T —AD)xy, — 0 e (T —Al)x,, — I(T —Al)x

com ny — oo. Assim, (T — Al)xp = 0,logo xg € N e xg € M, desse modo xp = 0, o que é um absurdo,
pois ||x,, || = 1. Logo A~! é limitado.

Assim, para cada y € D(A~!) implica em [|A~!y|| < ¢||y|| com y = (T — AI)x entdo
||lx|| < c|ly||, para todo y € R(T — AI). O

Teorema 4.3.1. (Fredholm) Seja X um espaco de Banach e T € ©(X). Para todo A # 0, R(T — A1)

e R(T* — Al) sdo subespagos fechados em X e X* respectivamente.

Demonstragdo. Seja {y,} C R(T — AI) tal que y, — yo de modo que existe x, € M tal que (T —
AD)x, = y,. Existe ¢ > 0 tal que ||x,|| < c¢||y,|| para todo y, € R(T — AI). Seja (T — Al)x, =y, e
(T — AD)xp = ym. Entdo (T — A1) (x, — X)) = Yn — Y- Desse modo

||xn_xm|| < CH)’n_)’m“ —0

com m,n — oo implica que {x, } € de Cauchy, como X é de Banach, existe xy € X tal que x,, — xo,

consequentemente xo € M. Assim,
(T —Al)x, — (T — Al)xg

implica que y, — yo, entdo (T — Al)xp = yo, logo yo € R(T — AI).

O outro caso € demonstrado de forma andloga. 0
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Teorema 4.3.2. (2° Fredholm) Seja X um espago de Banach, T € ©(X) e A # 0. Entdo as afirmagdes

seguintes sdo equivalente.
i) Tx— Ax =y é resoliivel para todo y € X;
ii) Tz— Az =0 tém somente uma solugéo z = 0;
iii) T*f — Af = g é resoliivel para todo g € X*;
iv) T*h— Ah =0 implica que h =.

Demonstragdo. i) = ii) Supor por absurdo que existe x; € X, x; # 0 e (T — AI)x; = 0 entdo existe

xpex tal que (T — AI)xy = x1 e xp # 0. Desse modo,

Ny = N(T—Al)
Ny = N(T—-AI>.

Assim, temos que
NiCNyC---CN, CNpy1 C---

tal que N, = (T — AI)". Pelo Teorema 1.7.5, para todo n = 2,3, ... existe z, € N, \ N,—1 com
|zl = 1€ [|za —z|| > 3 para todo z € N,_1. Logo {z,} é limitada, entdo existe Tz, convergente.
Para todo m > n temos

1
= |A| ||zm— Il(T—lI)zn— (T — Az + Azy)

/

-

()

Verificar que ® € N,,_1, ou seja,
(T =AD" Yo = (T =AD"z, — (T — A"z = A(T — A1)" 'z, = 0.

Assim,
A
2

Entdo 7'z, ndo compreende nenhuma subsequéncias de Cauchy, o que contradiz o fato de 7' ser

| Tzm — Tzn|| > YV m>n.

compacto. Logo x; = 0, e portanto, N; = {0}.

ii) = iii) Temos N(T — AI) = {0} e provar R(T* — AI) = X*. Paratodo g € X* temos N(T — Al) =
{0}, assim, T — A1 é injetor. Para todo y € R(T — A1) existe um tnico x € X tal que y = (T — A1)x.
Mas ainda, X = N + M implica em X = M. Por um lema anterior, existe ¢ > 0 tal que ||x|| < c|y||
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paratodoy € R(T — AI).
Defina um funcional fy em R(T — AI) paratoy € R(T — Al), tal que (y, fo) = (x,8) e

fo € limitado. Temos
[ o)l = 1@l < el - [Ixll < e ligll - Il

Pelo Teorema de Hahn-Banach existe f € X*, extensdo de fj. Para todo x € X,

x(T*=ADf) = ((T—AD)x,f)
= (T —ADx, fo)
= (xg).

Logo

x,(T*=ADf—g)=0=(T"—Al)f—g=0=(T"—Al)f=¢g
entdo g € R(T* — Al).
iii) = iv) Idem a demostragao de i) = ii).
iv) = i) Seja N(T* — AI) = {0}. Supor que R(T — AI) # X como hipétese de absurdo. Por
Corolério do Teorema de Hahn-Banach, existe f € X*, f #0e (y, f) =0 paratodoy € R(T — AI).
Logo, para todo x € X, temos

0= (T —ADx, f) = (x,(T* = A1) f) = (T* — AI)f =0.

Assim, f € (T* — AI), uma contradi¢do, pois N(T* — A1) = {0} e f # 0. O

Teorema 4.3.3. Seja X um espaco de Banach, T € t(X) e A # 0.
dim N(T —AI) =dim N(T* — AI).

Demonstracdo. Seja n = dim N(T — AI), m = dim N(T* — AI). Supor n < m (caso m < n é de
forma andloga). Considere ¢ = {¢;}"_, base em N(T — A1), y = {y;}"_, base de N(T* — AI),
I'={v;})_, biortogonal a ¢, Z = {Z;}"" | biortogonal a y e 0 operador auxiliar

n
Tx=Tx— Z (X, 7))z
=1

Entdo T € 7(x) e vamos provar que N(T — A1) = {0}. Sejax € N(T — A1), temos

n

Tx—Ax=0= (T —Al)x = Z(x,yj)zj 4.1)

J=1
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Aplicando v, com k = 1,...,n temos

((T—l])x,l//k> = (x,}/k)
0=, (T =ADW) = (5%

paratodo k = 1: n. Logo, em 4.1 acima
n
(T—A)=0=xeN{T—-Al)=x=Y ci¢.
i=1

Aplicando %, comk=1:n
0=(x,%) =c=x=0.

Logo N(T — AI) = {0}, pelo teorema anterior, N(T* — A1) = {0}. Dado

Z Zjaf

Afirmamos que W = N(T* — AI). Vamos calcular

n

(T* = ADw = (T* = AD v — Y (2, V%

j=1
como Yy € N(T* — AI), entdo
n

(T*=ADw =0 e Y (z,¥)% =0

j=1
Assim, W, € N(T — AI) paratodo k = (n+1) : m, logo N(T — AI) # {0}, o que é um absurdo. []

Teorema 4.3.4. Seja X um espaco de Banach, T € ©1(X) e A #0. Entdo Tx — Ax =y é soliivel
paraumy € X se, e somente se, (y,h) =0 para todo h € N(T* — AI).

Demonstracdo. Paray € X, supor que existe x € X tal que Tx — Ax =y para todo h € N(T* — A1),

de modo que
(y.h) = (T = ADx,h) = (x, (T* ~ AL)h) =

<) Para todo y € X temos (y,h) =0 paratodo h € N(T* — AI). Suponha que y ¢ R(T — AI), entdo,
por um coroldrio do Teorema de Hahn-Banach, existe f € X* tal que (y, f) = 1 e (w, f) = 0 para
todow € R(T — AI). Logo, para todo x € X,

0= (T —ADx.f) = {x,(T" = AD)f).
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=) Seja (T*—AlI)f =0, entdo f € N(T* — Al), assim (y, ) = 0, o que é um absurdo, pois (y, f) =
1. 0

4.4 Operadores Autoadjuntos Compactos em Espacos de Hil-
bert

Seja H um espaco de Hilbert e seja T € £ (X). Entao,
(Tx,y) = (x,T"y) Vx,y€H.

Definicao 4.4.1. Seja H um espago de Hilbert, todo T € £ (H) chama-se autoadjunto se (Tx,y) =
(x,Ty) para todo x,y € H.

Exemplo 4.4.1. Seja
b
k() = / k(t,5)x(s)ds
a

e seja Ly|a,b. Temos que k*(t,s) = k(t,s), e portanto, k é autoadjunto.

Lema 4.4.1. Seja H um espaco de Hilbert e sejam os operadores A,B € £ (H) autoadjuntos, para
todo a, € R, aA + BB é autoadjunto.

Demonstragdo.
((0A+BB)xy) = ofAx,y)+B(Bx,y)
= o{x,Ay) + B (x,By)
= (v, (axA+BB)y)
para todo x,y € H. [

Lema 4.4.2. Seja H um espago de Hilbert e sejam os operadores A,B € £ (H) autoadjuntos, entdo

BA ¢ autoadjunto se, e somente se, AB = BA.

Demonstracdo. =) Temos ((BA)x,y) = (x,(BA)y) para todo x,y € H, mas
((BA)x,y) = (Ax,By) = (x,ABy) = (x,(BA—AB)y) =0

para todo x,y € H. Portanto, BA = AB.
<) (BAx,y) = (Ax,By) = (x,A,By) = (x,BAy). O
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Teorema 4.4.1. Seja H um espaco de Hilbert e seja A € £ (H) um operador autoadjunto. Entdo,

Demonstragdo. Seja |(Ax,x)| < ||A| - ||x]|> e ||x|| = 1, assim, |(Ax,x)| < ||A]|. Seja

M = sup |[(Ax,x)| =M < ||A]|.
[[x]=1

Vamos provar que ||A|| < M. Sejax € H e x # 0, entdo

'<AL7L>‘ <M = |(Ax,x)] < M|
NG

para todo x € H. Provar que para todo x,y € H,
(A(x+y),x+y) = (Ax,x) +2 Re (Ax,y) + (A, y)

e que
(A(x—y),x—y) = (Ax,x) — 2 Re (Ax,y) + (Ay,y)

isso implica que
4Re(Ax,y) = (A(x+y),x+y) — (A(x—y),x—)

desse modo,

4 |Re (Ax,y)]
4 |Re (Ax,y)

< M (43> + lx=v|?)
< 2M (|Ix]*+|yI*)

para todo x,y € H, se
X[l = [[y]] = 1 = |Re (Ax,y)| < M.

Sejax € H, |[x||=1,Ax#0ey= m. Entao,

Ax
Re { Ax,——— )| <M = ||Ax|| < M
|Ax]|

para todo x € H tal que ||x|| = 1, entdo ||A|| < M, e portanto, ||A|| = M.

]

Definicao 4.4.2. Seja X um espaco de Banach complexo e seja T : X — X um operador linear.

A € C é ponto regular de T se
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) N(Ty) = {0}, Ty =T — AL
iii) O operador T™' : X — X com D(T;') = R(Ty) ¢ continuo, logo existe ¢ > 0 tal que
1T, 'yl < clly|| para todo y € D(T; ).

O conjunto de todos os A regulares de T chama-se conjunto resolvente de T e se de-

signa p(T), Temos que T/{l =R, (T) é resolvente de T.

Defini¢ao 4.4.3. Para todo A € C, A ¢ p(T) chama-se valor espectral de T.

O conjunto desses As, chama-se espectro de T. Temos que

(T)={AC|A ¢p(T)}
é um espectro de T, sendo C = t(T)Up(T).

Definicao 4.4.4. Sejam X um espaco de Banach, T : X — X um operador linear e A € ©(T). Diz

que:

i) A € 7,(T) é um espectro pontual, se N(T ) # {0},

ii) N(T)) = {0}, mas R(T)) # X, entdo A € 1,.(T) é um espectro residual;
iii) N(Tp) ={0}, R(T,) = X, mas T/l_l ndo é limitado, entdo A € t.(T) é um espectro continuo.

Logo,

o(T) = 7,(T) | Jw(T)J we(T).

Observagdo 4.4.1. N(T,) # {0} e existe x # 0, x € N(Tj ), entdo (T — Al)x = 0, por conseguinte,
Tx = Ax.

Definicao 4.4.5. Seja X um espaco vetorial e seja T : X — X um operador linear, A é um au-
tovalor de T se existe x € X, x # 0 tal que Tx = Ax, sendo que x é um autovetor correspondente
ao autovalor A. Temos que X, € autoespago de T. Assim, A € 1,(T) se, e somente se, A é um

autovalor de T.
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Capitulo 5
Aplicacao de Analise Funcional

Nos capitulos anteriores foram abordados os conceitos centrais da teoria da Andlise
Funcional. A teoria neles desenvolvida forma os pilares para as aplicacdes dessa discplina a todas
as areas e problemas que dela demandam. Neste capitulo, o objetivo principal € analisar e descrever
uma aplicacao dos conceitos desenvolvidos nos capitulos precedentes. Foi selecionado um trabalho
com objetivo de mostrar o alcance, a abrangéncia e a necessidade dessa profunda e bela disciplina.

Com isso em mente, o trabalho analisado, o qual é um artigo, foi escrito pelos autores
Sergio Floquet, Augusto A. de Castro Junior, Marco A. S. Trindade e J. David M. Vianna com o

titulo “C*-Algebra e a Descri¢io da Mecinica Quantica”.

5.1 C*-Algebra e a Descricio da Mecinica Quantica

No artigo C*-Algebra e a Descri¢io da Mecanica Quéntica dos autores Sergio Floquet,
Augusto A. de Castro Juinior, Marco A. S. Trindade e J. David M. Vianna apresentam sobre a teoria
das C*-Algebras demonstrando dois importantes resultados, o Teorema de Gelfand que relaciona
toda C*-Algebra Abeliana as fung¢des continuas sobre um espaco de Hausdorff compacto que é um
espaco topoldgico no qual seja qual for dois pontos diferentes, eles t€ém vizinhangas disjuntas e
também o Teorema de Gelfand-Neumark que associa toda C*-Algebra, mas dessa vez é nio Abeli-
ana aos operadores lineares sobre um espaco de Hilbert. Posteriormente, foi mapeado a Mecanica
Cléssica dentro dos principios da C*-Algebra, obtendo assim uma determinacdo algébrica para os
estados e as observdveis cldssicas. Dai, aprofundando no caso Quantico, mantendo a indicacao
algébrica e usando o Principio da Incerteza, obtém-se que os estados quanticos devem ser repre-
sentados por vetores dos Espacos de Hilbert ao mesmo tempo que os observaveis quanticos siao
operadores auto-adjuntos sobre este espaco.

Primeiramente, (FLOQUET et al., 2018), relacionam a descricao matemédtica da Mecanica

Quantica com a Mecanica Classica, no qual, a Mecanica Classica sao basicamente vetores que guar-
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dam as informacgdes de posi¢des e os momentos de cada particula de movimento, podendo dizer
que, sdo elementos de espaco vetorial de dimensao finita. J4 na Mecanica Quéntica existe a neces-
sidade de um Espaco de Hilbert para que possa descrever os estados e de operadores auto-adjuntos
para caracterizar os observaveis. Agora vamos entender melhor o que seria a C*-Algebra, que na
matematica, especificamente na drea de estudo deste trabalho de conclusdo de curso que € andlise
funcional, uma C*-Algebra (leia-se “C-estrela”) é uma 4lgebra dos espacos de Banach junto com
uma involu¢do ou fung¢do involutéria (func@o que € seu proprio inverso) que satisfaz as proprie-
dades do adjunto. Uma particularidade é o de uma élgebra complexa A de operadores lineares
continuos em um espaco de Hilbert complexo que apresenta duas propriedades adicionais, no qual
a primeira diz que A € um conjunto topologicamente fechado na topologia de norma de operadores,
jé a segunda propriedade nos diz que A esta encerrada sob a operacao de admissdo de operadores.

C*-Algebra tem como seu principal uso em mecinica quantica para modelar as dlgebras
de observaveis fisicos, foi ai que ela teve seu inicio considerado importante. Comecou a mecanica
matricial de Werner Heisenberg ’s mecanica matricial e de uma forma mais matematicamente
desenvolvido com Pascual Jordan em torno do ano de 1933. Por conseguinte, John von Neu-
mann empenhou-se em determinar uma representacao geral para estas dlgebras que resultou em
um grande acervo de artigos sobre os anéis de operadores. As C*-Algebras sio agora, também,
uma ferramenta importante na teoria de representacoes unitdrias de grupos localmente compactos,
e também sdo usadas em formulacOes algébricas da mecanica quantica. Em 1943, Israel Gelfand
e Mark Neumark definiram a C*-Algebra e provaram o teorema que hoje recebe seus nomes, 0
Teorema de Gelfand-Neumark, onde mostra que toda C*-Algebra nio Abeliana é isometricamente
isomorfa a dlgebra de operadores sobre um espago de Hilbert.

Floquet et al. (2017), tem como um objetivo no trabalho representar a estrutura ma-
temdtica da Mecanica Quantica, ou seja, que a estrutura tenha consequéncia dos Teoremas relacio-
nados as C*-Algebras. Para tal fim, codificou a Mecanica Classica dentro da teoria das C*-Algebra
abelianas!. Posteriormente, através do Principio da Incerteza de Heisenberg, percebe-se que é a C*-
Algebra que descreve a Mecanica Quantica deve ser nio Abeliana. Dessa forma, os observaveis da
Mecanica Quantica tém de ser os operadores auto-adjuntos sobre os espacos de Hilbert, enquanto
1ss0, os estados sdo vetores normalizados dos espacos de Hilbert. Na segunda se¢do do trabalho,
Floquet et al. (2017), expde um pouco sobre a Andlise Funcional, mas especificamente sobre os
Espacos de Hilbert, tais como suas propriedades elementares, todas ja apresentadas no decorrer
do trabalho. Ainda na mesma secdo, o autor relata um pouco também sobre as nogdes da Teoria
Espectral, a qual baseia-se na andlise do espectro dos operadores lineares. Assim, determinado es-

pectro pode ser cogitado como sendo a generalizacdo do conceito de autovalor, em que € essencial

'Em anilise funcional, uma 4lgebra abeliana é uma algebra de von Neumann de operadores sobre um espaco de
Hilbert na qual todos os elementos comutam (DIXMIER, 1969).
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no estudo de operadores em espacos de dimensao infinita.

Na secdo trés, os autores escrevem um pouco sobre a C*-Algebra e apresenta os Te-
oremas de Gelfand e o Teorema de Gelfand-Neumark. Vale ressaltar que as C*-Algebras sio um
tipo particular de Algebras de Banach, abrangendo uma grande 4rea de estudos dentro da Andlise
Funcional. E necessdrio definir uma Algebra de Banach em como uma Algebra Normada com-
pleta, deste modo, uma C*-Algebra é uma Algebra de Banach com involugio. Sdo apresentados
dois exemplos de C*-Algebras, onde no primeiro exemplo Floquet e al. (2017), associa a C*-
Algebra com fungdes continuas num espaco topoldgico Hausdorff compacto, e o segundo exemplo
é sobre a C*-Algebra dos operadores lineares sobre um espaco de Hilbert. Em seguida, os autores
apresentam uma subsecdo sobre a C*-Algebra Abeliana, em que apresenta o Teorema de Gelfand,
que afirma que toda C*-Algebra abeliana é isometricamente isomorfa 2 C*-Algebra das funcdes
continuas sobre um espaco topoldgico Hausdorff compacto. A partir de vérios conceitos, como 0s
conceitos de funcionais multiplicativos e da transformada de Gelfand, pode enunciar o Teorema de
Gelfand no que diz, “Seja A uma C*-Algebra abeliana entdo existe um espaco Hausdorff compacto
X tal que A é isometricamente isomorfo a C(X).” (Floquet et al. 2017, p. 7). Por conseguinte,
é apresentado um teorema dentro da teoria da C*-Algebra, que é a construcio GNS que compara
a existéncia de representacdes sobre o espaco de Hilbert com a existéncia de estados. A partir da
construcio GNS, todo estado é definido por uma realizagdo concreta de uma C*-Algebra na dlgebra
dos operadores sobre um espago de Hilbert, pelo Teorema de Gelfand-Neumark-Segal (Construcao
GNS), obtemos o seguinte Teorema de Gelfand-Neumark, no que diz, “Toda C*—Algebra é isome-
tricamente isomorfa a uma Algebra de Operadores sobre um espaco de Hilbert.” (Floquet et al.
2017, p. 8).

A quarta secio relata sobre a Mecanica Quantica e as C*-Algebras, que tem um objetivo
de considerar a Mecénica Cldssica como sendo descrita por uma C*-Algebra. Por conseguinte, os
autores conectam as C*-Algebras Abelianas e a Mecanica Cldssica. Assim, busca-se encontrar a
relacdo entre a estrutura abstrata de C*-Algebra com a Mecénica Cldssica. Como foi apresentado no
primeiro exemplo da secdo trés, a MecAnica Cldssica é uma C*-Algebra abeliana. Portanto, a partir
de todos os conceitos algébricos, € postulado o que sao os estados e os observaveis como elementos
da C*-Algebra abeliana. O primeiro postulado é sobre os Estados Classicos e o segundo é sobre as
Observaveis Classicas. Consequentemente, Floquet et al. (2017), descreve a Mecanica Quantica
via C*-Algebra. Aplicando a C*-Algebra para descrever a Mecanica, é disposto que os conceitos
de estado e observdvel ndo devem depender se a mecénica € cldssica ou quantica. Sendo assim,
¢ apresentado mais dois postulados, o primeiro sobre os Estados Quanticos em que os estados de
um sistema quéntico, sdo funcionais lineares positivos normalizados da C*-Algebra. J4 o segundo
postulado € sobre os Observaveis Quanticos no qual diz que os observaveis de um sistema quantico

sdo exatamente os elementos auto-adjuntos da C*-Algebra. Por causa do Principio da Incerteza, a
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C*-Algebra descreve a Mecénica Quéntica como ndo abeliana. Por fim, Floquet et al. (2017), fala
brevemente sobre os operadores de Weyl e a C*-Algebra de Weyl, tudo motivado pela construgio

no caso Quanticos a descricio matematica, via os operadores auto-adjuntos sobre um espaco de
Hilbert.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

Para o desenvolvimento do trabalho exposto procurou-se utilizar o conhecimento ob-
tido acerca da Algebra Linear e da Andlise, componentes curriculares estruturadas no curso de Li-
cenciatura em Matematica. Dessa forma, o conhecimento sobre essas areas de estudo € de carater
indispensavel para a conclusio do presente estudo.

Considera-se, portanto, que a Anélise Funcional é uma fusao destas duas areas, tendo
um grande realce para os espacgos vetoriais de dimensao infinita. Se trata do estudo de espacos de
fungdes e também pode-se dizer que € uma andlise em espacos de dimensao infinita. A Andlise Fun-
cional € importante por seu um papel fundamental em alguns ramos da Matematica como Andlise
Nao-Linear, EDP’s, Geometria Diferencial, entre outros. Apresenta também, uma relevancia con-
sideravel no ramo da fisica, especificamente em mecénica quantica. Tal dependéncia da fisica,
enquanto area do conhecimento, ficou evidente na aplicacdo apresentada na se¢ao precedente. O
grande passo em estabelecer essa conexdo foi dado, como ja citado, com os estudos de John von
Neumann.

Assim, € notdrio que varios resultados envolveram propriedades topologicas e de anélise.
Resultados esses, utilizados para as aplica¢des apresentadas neste trabalho, o que os torna impor-
tantes ferramentas matematicas para o desenvolvimento de tais aplicacdes. E importante salientar
que fez-se necessdria muita pesquisa de elementos matematicos que nao sao comumente vistos no
decorrer do curso, para ter uma cempreensao minima do tema.

Por se tratar de um dos mais recentes ramos da matematica, uma das dificuldades en-
contradas para a elaboragdo deste trabalho foi a “escassez” de materiais, especialmente em lingua
portuguesa. Assim, por esse motivo, faz-se necessario o desenvolvimento de pesquisas que abor-
dem tal drea de estudo. Diante disso, o presente trabalho que tem por principal objetivo fazer um
breve estudo sobre a Anélise Funcional a partir de algumas aplicacdes, realiza uma introdugdo sobre
Anélise Funcional, considerando a extensao de tal contetido, que possui vérias atribui¢des dentro

da matemadtica e também da fisica. Considera-se que o estudo de Andlise Funcional ¢ significativo



143

para o continuo avango da Matematica, tendo em vista que, € na Andlise Funcional que se estuda
os espacos vetoriais de dimensao infinitas, onde sdo encontradas solugdes de uma grande variedade
de problemas matematicos.

Ademais, este trabalho proporcionou um conhecimento matemdtico, até entdo nao ob-
tido com as disciplinas de graduagdo. Assim, a elaboracdo deste trabalho me motivou fortemente
para que desse continuidade nos estudos num futuro préximo, pois € uma area nova e de uma fun-
damental importancia em vdrias outras dreas da matematica e até mesmo da fisica, como mostrado
no Capitulo 5.

Conclui-se, portanto, que o objetivo do trabalho, qual seja, o de dar um vislumbre sobre
o que se pode esperar quando se avanga nos estudos de matemadtica para além da graduacgio, foi
atingido. Percebe-se que a Andlise Funcional se constitui uma drea com diversas aplicagdes, sendo

essencial para a obtencdo de novos resultados em alguns ramos da Matemética e da Fisica.
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