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RESUMO

Os modelos de aprendizagem de maquina fazem parte da sociedade moderna, seja em redes soci-
ais ou em equipamentos de uso cotidiano como, por exemplo, celulares, computadores cameras
de seguranca e outros. Entretanto, os conceitos matematicos envolvidos sdo negligenciados e
mesmo aqueles que possuem conhecimento nas dreas envolvidas na Aprendizagem de Méaquina
tém dificuldades em compreender como obter ou mesmo manipular esses modelos matemaéticos.
Diante do exposto, este trabalho visa reunir em um tnico documento os conceitos basicos para
obten¢do de modelos baseado em Mdéquinas de Vetores de Suporte (Support Vectors Machines
(SVM)) e, assim, tornar o dominio desta técnica acessivel ao publico interessado. O trabalho
foi desenvolvido com andlise de publicacdes cldssicas, desenvolvendo exemplos didéticos passo
a passo, com gréaficos e tabelas dos conceitos e algoritmos envolvidos no processo. Este docu-
mento apresenta como resultado um material sucinto porém completo em relacdo a conceitos
necessdrios a obten¢ao de modelos de SVM, desde os dados de treinamento até o modelo final

propriamente dito.

Palavras-chave: Aprendizagem Supervisionada de Maquinas, Maquinas de Vetores de Suporte,

Sequential Minimal Optimization, Otimizagdo Matematica.



ABSTRACT

Machine learning models are part of modern society, whether in social networks or in devices
such as smart phones, computers, surveillance camera and others. However, the mathematical
concepts involved are neglected and even those who have knowledge in the mathematics areas
involved in Machine Learning have difficulties in understanding how to obtain or even manipulate
these mathematical models. Therefore, this work aims to bring together in a single document
the basic concepts for obtaining models based on Support Vectors Machines (Support Vectors
Machines (SVM)) and, thus, make this technique accessible to the interested public. This work
was developed with analysis of classic publications, developing didactic examples step by step,
with graphs and tables of the concepts and algorithms involved in the process. This document
shows a objective and complete text about concepts necessary to get SVM models, from training

data to the final model itself.

Keywords: Supervised Machine Learning, Support Vector Machines, Sequential Minimal

Optimization, Mathematical Optimization.
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1 INTRODUCAO

Problemas que envolvem classificagdo s@o comuns ao dia a dia do ser humano. A propria
distin¢do visual dos objetos configura um problema de classificagdo. Outros exemplos sdo em
exames clinicos na deteccdo de doencas, ranqueamento de candidatos em processos seletivos e
classifica¢do dos paises como desenvolvidos ou subdesenvolvidos. O fato € que neste requisito o
cérebro humano tem uma enorme capacidade de realizar o procedimento, visto que um grande
nimero de varidveis € analisado quase de modo instantaneo e por conseguinte uma resposta ¢
obtida rapidamente. Esta capacidade humana sempre impressionou a comunidade cientifica que
estuda o assunto.

Por outro lado, quando se deseja automatizar estas tarefas percebe-se que o problema
gerado tem certo grau de complexidade matematica devido principalmente a grande quantidade
de varidveis envolvidas e também a necessidade de um elevado nimero de elementos para que se
possa obter um modelo matematico eficiente quando apresentados novos dados. Neste trabalho,
modelo se refere a funcao preditora final.

Ao longo dos anos surgiram diferentes técnicas de reconhecimento de padrdes para
utiliza¢do em mdquinas. De acordo com Ales (2008), data de 1936, o primeiro algoritmo com
esta finalidade, desenvolvido pelo geneticista, estatistico britdnico Ronald Aylmer Fisher é
denominado de Discriminante de Fisher e se baseia na utilizacdo de conceitos estatisticos.

Posteriormente, nas décadas de 50 e 60, o psic6logo americano Frank Rosenblatt desenvol-
veu um algoritmo utilizando a ideia de aprendizagem méquina tendo como base o funcionamento
do préprio cérebro humano. O algoritmo foi chamado de Perceptron de Rosenblatt € marcou o
inicio dos estudos as Redes Neurais Artificiais (RNA).

No decorrer das décadas seguintes outras técnicas foram criadas para a obtencdo de
resultados melhores. Dentre elas se encontram as Maquinas de Vetores de Suporte (SVMs)
desenvolvida por Vladimir Vapnik a partir de seus estudos da Teoria da Aprendizagem Estatistica
(TAE) ! (VAPNIK, 1995). E baseada na metodologia de aprendizagem supervisionada, onde a
partir de um conjunto de dados de treinamento previamente definidos tem-se a geragdo de um
modelo matemdtico que visa a separacdo desses dados por meio de hiperplanos.

O problema central consiste em definir um hiperplano separador que gere uma margem

6tima de modo a minimizar erros cometidos pelo preditor. A técnica vem sendo objeto de extenso

' Pode ser entendida como um ramo da Aprendizagem de Maquinas que explora conceitos estdticos na investigacio

dos modelos de predi¢do estudados.
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estudo ao longo das ultimas décadas, obtendo-se com isso diversos avangos (ALES, 2008).

O treinamento de uma SVM consiste em resolver um problema de otimizag¢ao quadratico
convexo e que tem como caracteristica, uma soluc¢do 6tima tnica (LORENA; CARVALHO,
2007). Porém devido a grande quantidade de varidveis envolvidas no processo € preciso escolher
uma metodologia que apresente resultados satisfatérios quanto a sua resolucao. Normalmente
busca-se decompor o problema geral em subproblemas menores. E neste momento que o
algoritmo SMO pode ser introduzido no processo, sua fungdo serd encontrar a solucdo do
problema de otimizacao gerado.

O algoritmo Sequential Minimal Optimization (SMO) reduz o problema de treinamento a
duas varidveis (o minimo possivel), assim o método do gradiente descendente® é empregado com
sucesso em cada par de varidveis por vez (sequencial), tornando o algoritmo computacionalmente
eficiente. Este algoritmo foi desenvolvido pelo cientista da computacdo John Platt (PLATT,
1998). Neste trabalho é detalhado o SMO, tendo em vista seu amplo emprego pela comunidade
cientifica para o treinamento de SVMs. E apresentado também, um exemplo simples de sua
aplicagdo a partir de um conjunto artificial de dados contendo quatro elementos.

No processo de reconhecimento de padrdes sao utilizados diversos conceitos de Célculo
Diferencial e Integral, Algebra Linear, Geometria Analitica e Estatistica. Portanto, a reuniao
destas dreas em uma Unica aplicag¢do torna o processo de compreensao das técnicas de reconheci-
mentos de padrdes inacessivel a maioria dos interessados, dessa forma, o desenvolvimento de
um material de cardter didatico visa tornar acessivel este conjunto de conceitos para pessoas
da drea de Matematica, Engenharia e/ou Computacio, de modo a contribuir para divulgagdo de
técnicas de Aprendizagem de Méquinas. Configurando esta como uma das justificativas para a
elaboracdo deste trabalho.

Ademais, outra justificativa reside no interesse académico em aprofundar os conhecimen-
tos relacionados as aplicacdes das dreas da Matemdtica citadas. Também € buscado compreender
a respeito de assuntos relacionados a drea de Ciéncias da Computacdo como uma forma de
inclusdo na sociedade cada vez mais tecnoldgica.

Este trabalho tem sua importincia também no fato de que detalha alguns conceitos
como por exemplo, Espaco Vetorial, Produto Interno e Produto Escalar que normalmente sao
apresentados aos académicos, durante a graduagdo, sem ou com pouca associagdo a aplicacoes.

Desse modo, configura um documento em que os estudantes podem visualizar uma aplicacdo

2 Trata-se de um método de otimizagdo onde, a cada iteracio é tomada a diregio do vetor gradiente (direcdo de

maior taxa de variag@o possivel da funcdo).
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desses conceitos em uma drea de estudo relativamente recente.

O objetivo geral do estudo consiste na compreensao do algoritmo SMO aplicado as
Maigquinas de Vetores de Suporte. Para tanto, o texto foi divido nos seguintes objetivos especificos:

1. Associar propriedades matematicas a solu¢cdo de problemas de otimizacao.

2. Compreender como a otimiza¢do matematica se relaciona com o problema de treinamento
das SVMs e com o algoritmo SMO.

3. Descrever o algoritmo SMO e o treinamento das SVMs de forma didética e detalhada.

4. Descrever de forma sucinta os conceitos de Algebra Linear, Calculo Diferencial e Integral e
Otimiza¢ao empregados na construcdo do problema de otimizagao, cuja resolug¢ao consiste
consiste no treinamento de uma SVM.

Para alcancar cada um dos objetivos especificos, a metodologia empregada no trabalho
foi uma pesquisa bibliografica tendo em vista a realizacdo de estudos de artigos publicados
em periddicos sobre o assunto, assim como em livros de Matematica de nivel universitario.
A pesquisa em artigos foi necessdria para o entendimento do funcionamento das SVMs e do
Algoritmo SMO tendo em vista que a maioria dos trabalhos publicados nesta drea estdo no
idioma inglés. Ja o estudo dos livros didaticos promoveu uma melhor compreensao de conceitos
matemaéticos relativos a otimizagdo. Desse modo, o estudo teve um carater exploratorio, o que
segundo Gil (2002) se trata de um modelo de pesquisa usado quando a finalidade é familiarizar-se
com o objeto de estudo de forma a tornd-lo mais claro.

Ainda sobre a metodologia, os cdlculos apresentados foram refeitos de forma detalhada
e, dentro da proposta do trabalho, apresentados neste documento. Isto porque nota-se uma pouca
preocupacio na literatura em explicar os caminhos percorridos até se chegar aos resultados.
Utilizou-se o Software Geogebra para gerar os graficos e acompanhar visualmente o comporta-
mento do algoritmo SMO e ainda foi buscado esclarecer termos técnicos por meio de notas de
rodapé.

A raciocinio que fundamentou a elaboracdo deste trabalho baseou-se primeiramente em
compreender a ideia inicial quanto ao funcionamento das SVMs, o conceito para margens rigidas,
suaves e dados nao linearmente separdveis. Na sequéncia, como ocorre o desenvolvimento do
problema de treinamento das SVMs e quais suas caracteristicas. Em seguida, compreender
como acontece a resolucao do problema usando o algoritmo SMO. Por fim, para o fechamento
do cardter didético do trabalho, apresentar um exemplo simples, resolvido manualmente para

melhorar a compreensdo acerca do assunto.
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O presente trabalho foi dividido em quatro capitulos. O primeiro é composto por esta
introducao onde o tema é apresentado assim como os objetivos, metodologia e justificativas. O
Capitulo 2 € dedicado a apresentar conceitos matematicos que estio diretamente relacionados
as SVMs. No Capitulo 3 € apresentado a técnica de aprendizado de miquinas, SVMs, e as
adaptacodes do problema de otimizacao para cada caso, além de exemplos de aplicacdes dessa
técnica no cotidiano. O Capitulo 4 explica o algoritmo SMO, como 0 mesmo resolve o problema
de otimizagdo gerado pelo treinamento de uma SVMs e apresenta um exemplo de resolucdo para

um exemplo simples composto de apenas quatro vetores.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Este capitulo € dedicado a apresentacao de conceitos gerais necessarios para um melhor
entendimento do problema otimizacdo das SVMs e resolucio deste por meio do algoritmo
SMO. Desse modo, serd feito um resumo dos principais conceitos relacionados as disciplinas
de Geometria Analitica, Calculo Diferencial, Algebra Linear e Otimizagdo, intrinsecamente
relacionados a temadtica abordada. Acredita-se que esta postura contribuird para o cardter didatico

deste relatorio.

2.1 Geometria Analitica

Nesta secao serd definido o produto escalar entre vetores, apresentado a equacao que
determina o vetor projecdo ortogonal, e por fim o raciocinio para dedugdo da equacgdo geral de
um plano tendo como fonte Winterle (2014).

O produto escalar pode ser entendido como um operador bindrio que associa dois vetores

a um numero real. Estes vetores sdo tomados em um Espago Vetorial cuja defini¢do sera feita na

Secdo 2.3.

Definicio 2.1.1 Dados dois vetores u = (x1,x2,...,X,), V= (¥1,Y2,-.-,¥n) 0 produto escalar de
ucomv (u-v) é o niimero real W-vV = x1y1 +x2y2 + ... + XpYn-
Para quaisquer trés vetores u,v,w e um niimero real Q, sdo vdlidas as seguintes proprie-

dades:

Pl u-v=v-u

P2 u-(v+w)=u-v+u-we(u+v) - w=u-w+v-w.

P3 a(u-v)=(ou)-v=u-(av).

P4 u-u>0seu#0eu-u=0seu=0, onde 0 é o vetor nulo.

P5u-u=|ul?

Sejam os vetores ndao nulos v e u e 6 o angulo entre eles (Figura 1). Tem-se o interesse
em decompor os vetores de tal forma que v = vy + v,. Chama-se o vetor vy de projecao ortogonal
de v sobre u, indicado por (vy = projuv), 0 mesmo é definido pela Equagéo (2.1).

v-u

ProjaV = <ﬁ> u 2.1)
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Figura 1 — Projecao de um vetor v sobre um vetor u

v

Y

i=

u

Vi u
(a) Angulo agudo (6 < 90°) (b) Angulo obtuso (8 > 90°)

Fonte: Préprio autor.

Um ultimo conceito apresentado nesta se¢do diz respeito a expressdo que define equacgdo
de um plano. Para efeitos didaticos considerou-se o R, contudo o mesmo raciocinio é empregado
para qualquer dimenséo k € N perdendo-se, no entanto, a capacidade visualizacdo da geometria
dos elementos.

Como pode observado na Figura 2, dado um plano 7 € preciso definir um vetor normal a
ele (n # 0) e um ponto A pertencente a esse plano. Pelo fato de n L 7, entdo n sera ortogonal
a todo vetor paralelo a . Logo um ponto P genérico, pertencerd a 7 se, € somente se, 0 vetor
P — A for ortogonal a n. Desse modo, qualquer ponto pertencente ao plano 7 satisfard a Equacao

(2.2), isto é, o produto escalar de n com P — A serd nulo.

Figura 2 — Equacdo do plano

gt
T
&l P
A
Fonte: Préprio autor.
n-(P—A)=0 (2.2)

Os trés conceitos abordados nesta secdo sdo especialmente importantes para o desenvol-
vimento do problema de otimizagdo gerado pelas SVMs, como podera ser visto no Capitulo
3. Em particular, as propriedades de produto escalar sdo uteis para as manipulacdes algébricas

necessdrias a realizacio da transicao do problema de otimizacao primal para sua forma dual. Por
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sua vez, para encontrar a distancia entre as margens do hiperplano separador foi utilizado a ideia
de projecao de um vetor sobre o outro. O ultimo tdpico constitui a premissa central ligada as
SVMs, isto €, a definicdo da equagdo de um hiperplano para qual se tenham pontos localizados a

uma distancia maxima do mesmo.

2.2 Calculo Diferencial

Neste momento serdo destacados trés conceitos importantes para o entendimento da
temdtica. A definicdo de vetor gradiente, de pontos criticos e do método dos multiplicadores
de Lagrange, este ultimo, uma ferramenta poderosa para a determinagdo dos pontos criticos e
consequentemente os maximos e minimos de uma funcdo, quando condicionada a uma ou mais
restricdes. Ao longo deste capitulo consideramos como fung¢do, as fun¢des continuas definidas
em um intervalo aberto I = (a,b) em que a,b € R, f : I — R. A bibliografia consultada para a

construgdo desta se¢do foi o livro de Thomas et al. (2012).

Definicio 2.2.1 O vetor gradiente (ou simplesmente gradiente) de uma fungdo f(x,y) em um
ponto Py = (xo,y0) € o vetor obtido por meio do cdlculo das derivadas parciais de f em Py, sua
notagdo é V f, vide Equacgdo (2.3).

_df. Idf.
Vi=41t oy (2.3)

A Equacio (2.3) pode ser estendida para uma fung@o de n varidveis, isto €, o gradiente de
uma funcao € o vetor formado, em cada um de seus componentes, por suas derivadas parciais
de primeira ordem, com relacao as varidveis do dominio. Além disso, o vetor gradiente, em
um ponto, é sempre normal a curva de nivel que passa por este ponto, informacao explorada na
técnica dos multiplicadores de Lagrange.

2 2

A Figura 3, destaca a ortogonalidade de V f para o paraboloide f(x,y) = % + %, cujas

curvas de nivel sdo circunferéncias. Os vetores vy, vz, € v3 sdo gradientes de f escolhidos
aleatoriamente.

Uma funcgdo cresce mais rapidamente, em cada ponto de seu dominio, na dire¢ao do
vetor gradiente e, consequentemente, decresce mais rapidamente na dire¢do oposta ao deste
vetor (THOMAS et al., 2012). Isto indica que o sentido do vetor gradiente representa 0 menor
caminho pelo qual se encontra um ponto de mdximo ou minimo local de uma funcéo.

2 2

Na Figura 4 foi avaliada a taxa de variacdo da fun¢do z = f(x,y) = % + y? no ponto de

coordenada (1,1, 1), detectando que a dire¢do de maior variagdo positiva é Vf =i+ j enquanto
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Figura 3 — Ortogonalidade do vetor gradiente

(a) Curvas de nivel de f(x,y). As retas ri,rp e r3 (b) Gréfico de f(x,y) com destaque para
sdo ortogonais a v, v, € v3 nos pontos A, B e C, as curvas de contornoemz=1,z=4
respectivamente. ez=09.

Fonte: Préprio autor.

que a de redu¢do mais rdpida —V f. As curvas de nivel da funcdo também sdo circunferéncias.

Figura 4 — Gradiente: taxa de crescimento

Variagio zero

|
|
|
|
1 -V (1, 1)
|
:

; em f
Reducio mais
X rapidaemf Vi=i+]
Aumento mais
rapido em f

Fonte: (THOMAS et al., 2012).

d d
Definicio 2.2.2 Um ponto no interior do dominio de uma fungdo f(x,y), onde 8_f = 3_f =0
X Yy
adf o
ou 8_f e 8_f ndo existam é chamado de ponto critico de f.
X y

A identificacdo dos pontos criticos de uma funcio € importante, pois indicam locais onde

se encontram os valores extremos (minimos ou maximos) ou pontos de sela de f(x,y). Na Figura
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5 esté o grifico da funcio f(x,y) = 3y? — 2y — 3x2, onde é possivel observar dois pontos criticos

P1(0,1,1) e P,(0,0,0), o primeiro um ponto de maximo local, o segundo um ponto de sela.

Figura 5 — Pontos criticos

Fonte: Préprio autor.

Conforme destaca Thomas et al. (2012) os valores de maximo e minimo de uma funcao
f(x,y) sujeitos a uma determinada restri¢do g(x,y,z) = 0 correspondem aos pontos onde as
linhas de contorno de f sdo tangentes as linhas de contorno da funcdo restricdo g. Este fato
conduz a observacdo de que nestes pontos de tangéncia (caso existam), os vetores gradientes de
f e g sdo paralelos e portanto miltiplos escalares. A Figura 6 destaca esta propriedade ! para o
plano f(x,y) = 3x + 4y sujeita a restrico do cilindro g(x,y) = x> +y> = 1.

Desse modo, € anunciado o método dos multiplicadores de Lagrange baseado na Obser-

vagdo 2.2.1.

Observacdo 2.2.1 Supondo que f(x,y,z) e g(x,y,z) sejam diferencidveis e Vg # 0 quando
g(x,v,z) = 0. Para determinar os valores de mdximo e minimos de f sujeito a restri¢cdo de
g(x,y,z) = 0 (se existir), deve-se encontrar os valores x,y,z e A que satisfacam simultaneamente
as equacoes (2.4) e (2.5).

Vf=AVg (2.4)

g(x,»,2) =0 2.5)

Foi enfatizado na figura somente o ponto A que maximiza f(x,y), no entanto, 0 mesmo ocorre para o ponto B
que minimiza a funcéo.

1
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Figura 6 — Paralelismo dos vetores gradiente

(b) Representacao grafica da funcio obje-

(a) Paralelismo do vetor gradiente de f(x,y) (fungdo tivo (plano descrito por f(x,y)) e da
objetivo) e de g(x,y) (fungdo restricdo) no ponto funcao restri¢do (cilindro descrito por
A, onde as curvas se tangenciam. g(x,y)).

Fonte: Préprio autor.

O matematico italiano Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813) resumiu as condicionantes
descritas nas equacdes (2.4) e (2.5) na forma de uma func¢io, atualmente conhecida como funcdo
lagrangiana (Equacao (2.6)). As condicionantes sdo obtidas anulando as derivadas parciais da
referida fung@o, ou seja, encontrando seus pontos criticos. Na Equagio (2.6), A é um escalar
denominado multiplicador de Lagrange. Thomas et al. (2012) alerta para o fato de que €

necessario cautela no uso deste método, uma vez que, um valor extremo pode ndo existir.

"%(xﬂ)azaz‘) = f(x,y,Z) _lg(x7y7z) (26)

A titulo de exemplo serd aplicado o método dos multiplicadores de Lagrange para o caso

da Figura 6. O problema de otimizagio? neste caso é representado pela Equacio (2.7).

Max f(x,y) = 3x+4y,
s.a 2.7)

Define-se a fun¢do lagrangiana conforme a Equagdo (2.8), agora com 3 varidveis no
dominio.

Lx,y,A) =3x+4y—A(x*+y*—1) (2.8)

2 Em problemas de otimizago, a notacio Max indica que a funcio objetivo estd sendo maximizada, assim como a

notacdo Min indica a minimizagdo da funcdo objetivo. Por sua vez, a notagdo s.a deve ser lida como “sujeita a”.
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As derivadas parciais anuladas resultam, respectivamente, nas equacoes (2.9), (2.10) e

(2.11). Encontra-las € necessario para determinar os pontos criticos da funcao lagrangeana.

07 3

0¥ 2
i 4—/12y_0;»y_I (2.10)
0L 5 5

Com o objetivo de determinar o valor de A € feita a substitui¢ao das equacdes (2.9) e
(2.10) na Equagao (2.11) obtendo-se a Equagao (2.12).
0 + 1 1
422 A2
25 =47*

5
A —j:E (2.12)

Com o resultado obtido é feita a substitui¢do dos valores de A nas equagdes (2.9) e (2.10)

3 4
encontrado-se x = +— ey = j:g. Investigando estes valores em f(x,y) = 3x+ 4y é possivel

concluir que a solugdo para o problema de otimizagdo é o par (g, g) . Ou seja, este € o ponto
comum as duas fun¢des e que maximiza f(x,y) = 3x+4y.

Os trés conceitos explorados nesta se¢do sdo essenciais para a obtencdao do problema
de otimizacdo na forma dual, gerado pelo processo de treinamento das SVMs. Como podera
ser analisado no Capitulo 3, apds a obtencdo do problema primal € introduzido uma funcdo
lagrangeana, onde seu vetor gradiente é anulado a fim de se obter os pontos criticos da mesma.
Em resumo, a aplicacdo desses conceitos associado a uma série de manipulagdes algébricas €
fundamental para a obten¢do da fun¢do preditora, haja vista que permite a transi¢do do problema

de otimiza¢do na sua forma primal para a sua forma dual, viabilizando com isso a aplicagcdao do

algoritmo SMO.

2.3 Algebra Linear

Nesta secdo serdo descritos as defini¢des de espago vetorial, produto interno, matrizes
simétricas, matrizes definidas positivas, matrizes semidefinidas positivas e matrizes indefinidas.

Os dois primeiros conceitos foram consultados no livro de Coelho e Lourengo (2005), apenas
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restringindo as defini¢des para o conjunto dos nimeros reais. Para a definicdo de matrizes
simétricas usou-se o livro de Steinbruch e Winterle (1987) enquanto que para as demais foi

consultada a tese de Alves (2016).

Definicao 2.3.1 Um conjunto ndo vazio V serd denominado espago vetorial sobre R, se em seus
elementos (vetores), forem definidas as seguintes operacoes:
(A) A soma entre vetores, isto é, para cada paru,v € V, u+v €V, de modo que vale as
seguintes propriedades:
A.l u+v=v+u,Vu,veV (comutatividade).
A2 (u+v)+w=u+(v+w),Vu,v,w eV (Associatividade).
A.3 Existe um vetor nulo em V, denotado por 0, de modo que 0+ v = v Vv € V (elemento
neutro).
A.4 Para cada v €'V existe um vetor em V denotado por —v, de modo que v+ (—v) =0
(simétrico).
(M) Para cada par oo € R e v €V, corresponde um vetor av € V, denominado produto
por escalar de o por v, de modo que vale as seguintes propriedades:
M.1 (ap)v=a(fv),Va,B € R e Vv € V(Associatividade).
M.2 1v=v,Vv eV (onde 1 é o elemento identidade de R).
(D) As operacoes dadas em (A) e (M) se distribuem, isto é, vale as seguintes propriedades:
D.I a(u+v)=ou+oav,Va e ReVu,veV.
D2 (a+B)v=av+pv.Va,peReVveV.

Definicao 2.3.2 Sendo V um espaco vetorial definido sobre R. Um produto interno sobre V é
uma fungdo { , ) :V xV — R em que as quatro propriedades seguintes sdo satisfeitas:
P1 (u+v,w) = (u,w)+ (v,w) Vu,v,w € V (Distributividade).
2 (Au,v) = A (u,v),VA € R Vu,v € V (Associatividade).
3 (u,v) = (v,u),vu,v €V (Comutatividade).
4 (u,u) > 0 se u # 0 (Definido positivo).

Os conceitos de Espaco Vetorial e Produto Interno, sdo explorados ao aplicar a técnica
de aprendizagem das SVMs em dados ndo linearmente separdveis (mais detalhe no Secdo 3.3).
Nestas situacOes faz-se necessario realizar um mapeamento do conjunto de treinamento do espago

vetorial original para um outro espacgo vetorial de dimensdo superior (espaco de caracteristicas),
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denominado Espaco de Hilbert’. Este mapeamento somente pode ser feito considerando que se

estd trabalhando em um espago vetorial em que € definido um produto interno.

Definicao 2.3.3 Dada uma matriz quadrada Ay, diz-se que é uma matriz simétrica se AT = A,
onde AT é a matriz transposta de Ay, obtida desta através da permutagdo das linhas pelas
colunas de mesmo indice. Em outras palavras, a matriz A, serd simétrica se os elementos
dispostos simetricamente em relagdo a diagonal principal tém mesmo valor, isto é, a;j = aj;,

comi,j=1,23,...,n. V(i#J).

A Defini¢do 2.3.3 no contexto do treinamento de SVMs é associada a propriedade

comutatividade do produto interno, vide P.3.

Definicio 2.3.4 Tomando uma matriz simétrica Apy, e um vetor x = (xi, ...,xn)T o produto xT Ax

é denominado uma forma quadrdtica e pode ser representado como segue na Equacdo (2.13).

air - din X1

a;jXixX;j (213)
1

W
ﬂ
0N
w
I
T N
=
=
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N——
I
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n

J

N
I
—

anl "+ dan Xn

Do conceito de formas quadréaticas segue as seguintes defini¢des:

Definicdo 2.3.5 Se a forma quadrdtica for tal que X' Ax > 0 para todo vetor X ndo nulo, entdo

esta forma quadrdtica é dita definida positiva e A é uma matriz definida positiva®.

A matriz identidade € um exemplo cldssico de matriz definida positiva, isto porque
resultard sempre na soma de quadrados. O Exemplo 2.3.1 destaca o fato para o caso de /.

Exemplo 2.3.1 Matriz definida positiva

1 0 X1
01 X

T 2 2
X IzX = (x] x2> =X] +XZ

Definicdo 2.3.6 Se a forma quadrdtica for tal que X' Ax > 0 para todo vetor X ndo nulo, entdo

esta forma quadrdtica é dita semidefinida positiva e A é uma matriz semidefinida positiva’.

3 O conceito de Espaco de Hilbert é comumente explorado em Andlise Funcional e pode ser objeto de estudo

posterior.
A € definida negativa se —A,,y, € definida positiva.
Apnxn € semidefinida negativa se —A,,,, € semidefinida positiva.
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A matriz que resulta em uma forma quadratica representada pelo quadrado da soma finita
de termos serd semidefinida positiva. A matriz cujos termos sao formados por valores unitarios
tem essa caracteristica. No Exemplo 2.3.2 foi evidenciado este fato para o caso de uma matriz

quadrada de ordem 2.

Exemplo 2.3.2 Matriz semidefinida positiva

11 X1

x;! Axq = (xl xZ) = x% +2x1x2 —|—x% = (x1 +x2)2

1 X2

Definicdo 2.3.7 Se a forma quadrdtica for tal que xT Ax > 0 para um ou mais vetores ndo nulos
X e para outros X' Ax < 0 entdo esta forma quadrdtica é dita indefinida e A é uma matriz

indefinida.

No exemplo 2.3.3 tem-se que parax; = (1,1), X7 Axy = 6. Jd parax3 = (—1, 1) obtém-se
X3TAX3 =-2.
Exemplo 2.3.3 Matriz Indefinida

1 2 X1
2 1 X2

X3TAX3 = (xl x2> = x% +4x1x —}—x%

O conhecimento acerca das defini¢des 2.3.5, 2.3.6 e 2.3.7 é importante para a com-
preensdo de como € obtido o problema de otimizag@o a ser resolvido pelo algoritmo SMO,
isto €, da Equacdo (3.26). O somatério duplo Zf’zl Z_I,y:1 0,04 (Xj,Xj) € obtido na forma do pro-
duto das matrizes (&’ )(A)(a). Onde (a”) é a matriz linha formada pelos valores de ¢, com
i=1,..,N, e (A) é uma matriz semidefinida positiva, também conhecida como Gram matrix
kernel (SANTOS, 2019). Em particular, (A) é formada por todas as combinagdes de <Xi,Xj>,
ou seja, A = a;;,Vi,j = 1,...N. Enfatizamos também que devido a propriedade comutativa do
produto interno a matriz A € simétrica. Por fim, (@) é o vetor coluna cujos valores sdo compostos
por todos os ¢ comi=1,...,N.

Na Secao 2.4 sdo apresentados alguns conceitos importantes a respeito de otimizacao
matematica. Sendo parte dos conceitos envolvidos na constru¢do do problema de treinamento
das SVMs, assim sendo, de leitura fundamental para leitores ndo familiarizados com os termos

desta area do conhecimento.
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2.4 Otimizacao

Nesta secdo serdo destacados alguns conceitos bésicos relacionados a otimizagdo € o
que determina o Teorema de KKT (Karush-Kuhn-Tucker). O primeiro topico faz uma breve
generalizacdo, explica-se o que € um problema de otimizag¢do com a finalidade de promover uma
contextualizacdo ao objeto de estudo deste trabalho. O segundo, diz respeito a uma considera¢ao
importante, pois permite determinar a forma dual do problema de otimizacdo gerado pelo modelo
de treinamento das SVMs.

Problemas de otimizacdo matemaética sdo problemas onde € requerido a maximizagao
ou minimizac¢ao de uma func¢do definida em um dominio. No geral sdo estabelecidas certas
restricdes para as varidveis desse dominio. A titulo de exemplo destaca-se, na Equacao (2.14),

uma generalizagdo feita por Haeser (2016).

Min £(x),

(2.14)

Na Equagio (2.14), f(x) é denominada de funcéo objetivo enquanto 4;(x) sdo restricdes
de igualdade € g; (x) sdo restri¢oes de desigualdade, todas sdo definidas em um mesmo dominio,
hi(x) e gj(x) determinam o chamado espago de solugdes.

A Equagdo (2.14) representa um problema em que se busca minimizar func¢do f(x) dentro
do espago solugdo S = R” definido por 4;(x) e g;j(x). Denominamos de solugdo 6tima x* € R”" :
f(x*) < f(x),Vx € R". Conforme destaca Haeser (2016), problemas com esta formatagao sao
comuns em fisica, engenharia, quimica, financgas, pesquisa operacional, tecnologia espacial, entre
outros.

No Exemplo (2.4.2) apresentamos um caso particular da Equacao (2.14) adaptado de
Hamdy (2008).

Exemplo 2.4.1 Fdbrica de producdo de bolsas e sapatos

Considere uma industria que confecciona bolsas e sapatos de couro. Esta industria deseja
maximizar o lucro L da venda de bolsas e sapatos utilizando da melhor forma possivel seu

estoque de linha e couro. O modelo do problema proposto € dado pela Equacgdo (2.15), em que
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as restri¢des se refere aos estoques de couro e de linha e L(x,y) € o lucro liquido resultante da

venda, de bolsas (x) e sapatos (y).

Max L(x,y) =4y +5x

S.a
4y+6x <24 (a) (2.15)
2y+x<6 (b)

x>0,y>0 (c)

Para a Equacdo (2.15), L(x,y) representa a fungdo objetivo, (a) se refere a restri¢do de
estoque de couro, (b) a restricdo de estoque de linha e (¢) sdo restri¢des que advém do fato de
ndo existir valor negativo para a quantidade de bolsas (x) ou sapatos (y).

Em qualquer problema de otimizagdo € necessario distinguir trés pontos importantes
para iniciar o processo de busca de uma solu¢@o. Estes pontos sdo: compreender quais sao as
varidveis de decisao, qual o objetivo do problema e quais as restri¢des. Na Equacao (2.15), as
varidveis de decisdo sdo (x) e (y), isto é, s@o as varidveis que se busca determinar. Ja o objetivo
se refere a maximizar a fung@o objetivo L(x,y) e por fim as restricdes, como ja destacado, estdo
expressas em (a), (b) e (c) e podemos entender como fruto de um estudo das condigdes do
estoque da fabrica.

A Figura 7 evidencia as restri¢oes da Equacdo (2.15). A reta r; refere-se a restri¢do (a)
enquanto que a reta r, refere-se a restricdo (b). As restrigdes de ndo negatividade expressas em
(¢) reduzem o espago de busca ao primeiro quadrante do plano xOy. Portanto, o espago de busca
final para este problema € a intersec¢do entre a a regido azul e verde.

Uma metodologia comumente usada para a resolugdo deste tipo de problema €, como
ja mencionado neste trabalho, explorando a técnica do gradiente descendente. Na Figura 7 o
gradiente estd representado pelo vetor u = (4,5). Em especifico a resolugio para este problema
de otimizacio® é destacada por Hamdy (2008) como sendo o ponto C(3.01,1.49).

No geral, a resolu¢do de problemas de otimizacao envolve a utilizacdo de algoritmos
computacionais devido a grande quantidade de varidveis, restricdes e dificuldade em avaliar
a funcdo objetivo. Neste sentido, varios métodos vém sendo estudados e aplicados ao longo
dos anos, sendo que para resolver estes problemas € requerido a possivel identificagdo de uma

solucdo Gtima, ou seja, que se tenha condi¢cdes de avaliar a otimalidade de uma solugdo. Desse

®  Nio é o objetivo aqui explicar a resolu¢io do problema e sim como interpreté-lo.
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Figura 7 — Otimizagdo: fabrica de sapatos e bolsas (espaco de busca)

\sy

u
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Fonte: Préprio autor.

modo, o emprego de métodos adequados, cuja escolha resulta de uma anélise do espaco de busca
R" e da funcdo f(x), assim como, da capacidade de convergéncia desse algoritmo, torna-se
fundamental.

Na Secdo 2.2 foi destacado a técnica dos multiplicadores de Lagrange como uma ferra-
menta para resolucio de problemas de otimizagio aplicado quando as restrigdes sdo equacdes. E
possivel estender o método de Lagrange para restrigdes na forma de inequagdes. Respeitando
algumas condig¢des (faz - se as restri¢des serem do tipo <), as desigualdades podem ser converti-
das em equagdes com a utilizacdo de varidveis de folga ndo negativas e assim, a solu¢io 6tima
serd a mesma do problema original.

O Teorema de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), conforme destaca Hamdy (2008), desenvolve
condi¢des necessdrias para a defini¢do dos pontos criticos de uma funcdo. Essas condi¢des
também sdo suficientes sob certas regras que trataremos adiante.

Seja um problema de otimizacao inicial como descrito na Equagdo (2.16), a introdugdo
de uma varidvel de folga S > 0 permite definir a funcdo lagrangiana na forma da Equacdo
(2.17), com A; > 0. Em resumo, com a utilizagdo do método dos multiplicadores de Lagrange a
Equacdo (2.16) foi convertida na Equacdo (2.17), de modo que a resolugdo da segunda implica

na resolucdo da primeira.
Max f(x),
s.a (2.16)

gi(x) <0, i=1,2....m.
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Max Z(x,S8,A) = f(x) — Ai[gi(x) + Si] (2.17)

Segundo o Teorema de KKT, uma condigdo necesséria para a otimalidade € que A seja
ndo negativa para problemas de maximizacdo e ndo positiva para problemas de minimizacao
(HAMDY, 2008). As demais condicdes necessdrias para a determinagdo do ponto 6timo sao

descritas nas equagdes (2.18), (2.19) e (2.20).

V£(x)—AVgi(x) =0 (2.18)
gi(x) <0, (2.19)
Aigi(x) =0, (2.20)

A Equacdo (2.18) refere-se ao cdlculo de V.Z(x,5,4) = 0, ou seja, o ponto 6timo,
solucdo do problema de otimizacao, serd um ponto critico. Por sua vez, as inequagdes (2.19)
refere-se as restricoes do problema que devem ser atendidas. Por fim, as equagdes (2.20) sdo
chamadas, como destaca Santos (2019) de folga complementar.

De acordo com Hamdy (2008), as condi¢des necessarias de KKT sdo também suficientes
quando a func¢do objetivo e o espaco de solucdes satisfazem um dos dois conjuntos de condigdes
resumidos na Tabela 1. Para o caso do problema primal gerado pelo treinamento das SVMs, este
€ de minimizagdo, a fungdo objetivo é convexa e o espaco de solugdes, um conjunto convexo,
logo, as condi¢des de KKT sao suficientes e necessdrias, o que implica que a solugdo serd um

6timo global.

Tabela 1 — Condicdes de Otimalidade

. C e Condicoes
Sentido de Otimizacao = — ¢ ~
Funcao objetivo Espaco de solucoes
Maximizacao Concava Conjunto convexo
Minimizacao Convexa Conjunto convexo

Fonte: Adaptado de Hamdy (2008).

Na Equagdo (2.21) temos um exemplo numérico de aplicacdo do Teorema de KKT para

um problema de minimizacio (HAMDY, 2008), em que x € R°.

Exemplo 2.4.2 Aplicacdo do Teorema de KKT
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Min f(x) = x7 +x3 +x3,

S.a
g1(x) =2x1+x-5<0
g2(X) =x1 +x3-2<0 2.21)
g3(x)=1—-x;<0
g4(x)=2-x<0
g5(x) =—x3<0
(A1, A2,A3,A4,45) <0 (2.22)

A restricao destacada na Equacao (2.18) pode ser trabalhada com auxilio do produto de
matrizes, em que a matriz linha, a se realizar a multiplicacdo, € composta pelos multiplicadores
de Lagrange A; (com i € N variando de 1 a 5) e a matriz As,3 é gerada, em cada linha, pelos
coeficientes do vetor gradiente das restri¢des correspondentes. Dessa forma, a Equacao (2.18)
passa a ter a forma da Equacao (2.23), o que nos permite trabalhar com a restricao da Equagao
(2.18) somente a partir de trés expressoes (equacdes (2.28), (2.29) e (2.30). Cada uma relativa a

uma das coordenadas x, x> ou x3.

2 1 0
1 0 1

(2x1,2%2,2x3) — (A1, A0, A, A As) [ =1 0 0 [ =0 (2.23)
0 -1 0
0 0 -1

Hamdy (2008) opta por trabalhar por meio do produto de matrizes, no entanto, o que a
Equagdo (2.23) estd mostrando € basicamente o anulamento das derivadas parciais da fungao
lagrangiana (2.24) definida a partir da Equacao (2.21). Ou seja, estabelecendo as condi¢des para

a determinacao dos pontos criticos da mesma.

Min Z(x1,x2,x3,4;) :x% +x% +x§ — (M (2x1+x2—=5)+ A (x1 +x3 —2) + A3(1 —xp)

+ﬂ‘4(2 — Xz) + 15(—)63))
(2.24)
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Prosseguindo com a anélise das demais condi¢des de KKT tem-se que de (2.19) e (2.20)

segue respectivamente as equagdes (2.25) e as inequagdes (2.26).

A181(X) = A282(x) = A3g3(X) = A4g4(x) = Asg5(x) =0

g1(x) < 0;82(x) < 0;83(x) < 0;84(x) < 0;85(x) <0

Por fim as condi¢des de KKT se reduzem a:

A, A2, A3, 44,45 <0
2x1 =241 — A +A3=0
2% — A+ =0
2x3—A+As =0

M (2)61 +Xx2 — 5) =0

2x1+x <5
X1 +x3<2
x1>1
Xy >2

)C320

(2.25)
(2.26)

(2.27)
(2.28)
(2.29)
(2.30)
(2.31)
(2.32)
(2.33)
(2.34)
(2.35)
(2.36)
(2.37)
(2.38)
(2.39)
(2.40)

As condicdes expressas em (2.27) advém de (2.22), as condig¢des (2.28), (2.29) e (2.30)

resultam de (2.23). Por sua vez, (2.25) gera as restricdes de (2.31) a (2.35). Por fim, as inequagdes

presentes em (2.36) a (2.40) existem devido (2.26). Hamdy (2008) destaca que a solugéo7 para

este problemaéx; =1,x =2,x3 =0, 4 = A, = A5 =0, A3 = —2, A5 = —4. Sendo que esta é

a solucdo que satisfaz as condi¢des de KKT. O valor minimo ¢ obtido substituindo x1,x>,x3 na

fun¢do objetivo do problema (2.21).

7

no problema de otimizagao.

Nio é o objetivo aqui detalhar como o resultado foi obtido, mas sim como as condi¢des de KKT se materializam
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3 ASPECTOS TEORICOS: MAQUINAS DE VETORES DE SUPORTE

Este capitulo € dedicado a descrever como € obtido 0 modelo matemadtico de treinamento
das SVMs, desde a aplicag@o mais simples a partir de dados linearmente separaveis até situacdes
em que os dados sdo ndo linearmente separdveis, onde é necessario a introducao de fungdes
denominadas Kernels. Porém, para um melhor entendimento, é feito uma introducao acerca dos

conhecimentos inicias inerentes ao contexto de Aprendizagem de Mdquinas (AM).

3.1 Introducao as SVMs

As técnicas de Aprendizagem de Maquinas sdo baseadas em um processo indutivo onde
a partir de um conjunto inicial de dados consegue-se encontrar um algoritmo com capacidade de
classificar novas informacdes as quais a maquina ndo teve contato. Segundo Lorena e Carvalho
(2007), o aprendizado pode acontecer de dois modos distintos: de forma ndo supervisionada ou
de forma supervisionada.

Para o primeiro caso, como o préprio nome sugere, nao existe a presenca de um professor.
A aprendizagem acontece com a maquina agrupando dados, o que € feito por meio da verificagdo
de caracteristicas compartilhadas pelos mesmos. Trata-se de um método de grande uso quando o
objetivo € reconhecer padrdes ou predisposi¢des no objeto de estudo que ndo possui rétulos a
priori.

No caso da aprendizagem supervisionada tem-se a figura de um agente externo, um
professor, que tem acesso a um conjunto de dados ja devidamente classificados, os quais sao
denominados de conjunto de treinamento. Esta técnica de aprendizagem de médquina utiliza dados
de treinamento cujo rétulos sdo conhecidos gerando um modelo matematico capaz de classificar
dados novos, ou seja, que ndo pertencem ao conjunto de treinamento. A esta capacidade
denominamos de capacidade de generalizagdo.

O papel do professor no processo € avaliar a funcdo classificadora e realizar os ajustes
necessarios. Os modelos matemadticos, durante o treinamento, sdo avaliados sistematicamente por
um critério, com base nessa avaliagdo sdo modificados com o objetivo de melhorar a capacidade
de generalizagdo. As SVMs fazem parte do grupo em que o treinamento ocorre de modo
supervisionado.

Para a aprendizagem supervisionada o conjunto de treinamento é composto por uma

quantidade N de vetores denominados de exemplos, cada um dos vetores possuem m componentes
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também chamadas de atributos. Cada atributo determina uma caracteristica do exemplo.

Por fim, cada exemplo € rotulado com uma unica classe, ou seja, tem sua classe de-
vidamente identificada. Cabe destacar que o numero de atributos dos exemplos pode variar
a depender da natureza do problema, sendo uma etapa de estudo anterior ao treinamento e,
de grande importancia para a obten¢do de uma funcao classificadora com boa capacidade de
generalizagdo.

Em linguagem matemdtica podemos indicar o conjunto de treinamento na forma X =
(xj,y;) em que Xx; € o exemplo e y; sua respectiva classe/rétulo, com i = 1,2,3,...,N. O vetor
X; possui m atributos, ou seja, tem a forma de m coordenadas X; = (Xi1,Xi2, -+ Xj(u—1)s Xim)- AO
final do processo de treinamento tem-se a maquina treinada na forma de uma fung¢do preditora
f(xi) = $i com capacidade de classificar novos dados. Para o caso das SVMs y; € {—1,1}, ou seja,
o modelo de classifica¢do € bindrio. A Figura 8, extraida de Lorena e Carvalho (2007), simplifica

graficamente o processo que culmina no preditor para o caso da aprendizagem supervisionada.

Figura 8 — Formacdo do preditor em aprendizagem supervisionada

atributos classe
X |*un *1z - Xm |2 classificador
X, | *21 X220 - Kom | )2
) fx)
dados - - . - .
: : ’ : ‘ Técnica de AM
X, xnl xnz xnm yn

Fonte: (LORENA; CARVALHO, 2007).

Um aspecto importante que precisa ser evidenciado € a relevancia que o conjunto de
treinamento exerce no processo de formacao da funcao classificadora. Escolher um conjunto
de dados que seja representativo torna-se primordial para constru¢do de um bom modelo de
classificacdo. Neste sentido, duas situagdes devem ser evitadas, a presenca de exemplos muito
especificos e um conjunto de treinamento com poucos exemplos.

No primeiro cendrio a fungdo preditora obtida apresentard uma baixa taxa de acerto
quando apresentada a novos dados, uma vez que se especializou excessivamente nos exemplos da
etapa de treinamento. Quando isto ocorre diz-se que a fungdo f (x) encontra-se em uma condi¢do
de super-ajustamento (overfitting). Por outro lado, em situa¢des onde o preditor ndo consegue
nem mesmo classificar corretamente os dados do conjunto de treinamento € dito que a fungao se

encontra em uma condicao de sub-ajustamento (underfitting), o que pode ser provocado também
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por um modelo de predi¢do excessivamente simplorio.

Em uma comparacao didatica Burges (1998) diz que, em condi¢do de overfitting, uma
funcdo classificadora é como um botinico com memdria fotografica. Quando lhe é apresentado
uma nova arvore, este conclui logo que ndo se trata de uma arvore pois possui um nimero de
folhas diferente de qualquer outra da qual ele tem conhecimento. Por sua vez, uma maquina
treinada em condi¢do de underfitting seria como o irmao preguicoso deste botanico. Ao ver uma
nova arvore declara que realmente se trata de uma pelo simples fato de ser verde, ou seja, usando
esse critério ele facilmente pode cometer erros. Em resumo, nenhuma das duas situagdes sdao
desejadas pois conduzem a uma hipétese de predicao com baixa capacidade de generalizacao

tendo, portanto, a necessidade de ser encontrado um meio termo a essas duas condicoes.

3.2 SVM Lineares: dados linearmente separaveis

Um conjunto de dados € dito linearmente separdvel quando é possivel determinar duas
regides em que cada exemplo fique perfeitamente localizado em uma dessas regides. Este se
configura o modelo mais simples das SVMs onde € possivel definir uma margem de separagdo
maxima chamada de hiperplano tal como representado na Figura 9. Neste modelo ndo existird

vetores no interior das margens, motivo pelo qual sdo chamados de SVMs de margens rigidas.

Figura 9 — SVMs de Margens rigidas

@€

Fonte: Adaptado de Santos (2019).

A Equacao (3.1) descreve um hiperplano, w - X representa o produto escalar entre esses

dois vetores, sendo que w € o vetor perpendicular (normal) ao hiperplano e b € R.

fx)=w-x+b=0 (3.1)
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A Equacao (3.1) divide o espago onde se localizam os dados de treinamento em duas regides
a saber: w-x+b>0e w-x+b < 0. Ao final do treinamento a maquina treinada pode ser

entendida como uma funcao sinal conforme Equacao (3.2).

. +1lsew-x+b>0
g(x) =sgn(f(x)) = (3.2)
—lsew-x+b<0

A seguir serdo detalhados os raciocinios empregados para a obtencao do problema de
otimizagdo primal das SVMs, assim como as manipulacdes usadas para se alcancar sua forma
dual.

A partir da Equag@o (3.1) € possivel conseguir uma infinidade de hiperplanos equivalentes
pela simples multiplicacdo da expressdo por uma constante. Tem-se o interesse em trabalhar
especificamente com o candnico, definido como aquele onde os exemplos situados mais proximos
do hiperplano satisfacam a Equagao (3.3). Isto implica no fato de que qualquer ponto do conjunto

de treinamento ird atender as inequacgdes (3.4), cujo significado é o mesmo da desigualdade (3.5).

|w-x;+b| =1 (3.3)
w-xi+b>+1 se yi=+1
(3.4)
w-xij+b<—1 se yi=-—1
Vi(W-Xi+b) = 1>0 (3-5)

Para um melhor entendimento da situacdo € apresentado na Figura 10 a imagem do
hiperplano referido, H; e H, sao suas margens. O objetivo € determinar uma expressao para a
distancia d, entre essas margens, o que pode ser feito projetando o vetor x; — X, sobre o vetor w,
perpendicular ao hiperplano canénico.

Como j4 visto na Sec¢do 2.1, dados dois vetores quaisquer u e v. A projecdo do vetor
v sobre o vetor u (proj,v) é dado pela Equagdo (2.1). Alterando a notagdo para este caso e

realizando as devidas manipulagdes tem-se:
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Figura 10 — Hiperplano candnico

. wx+b=0
Hy:w.x+b=-1
Fonte: (LORENA; CARVALHO, 2007).

o5

projw(xq —X2) = (

Aplicando a distributiva no produto escalar do numerador (isto porque os pontos também

podem ser considerados como vetores que partem da origem) consegue-se:
(X1 —X2) W=X1-W—X3Xq
Do hiperplano candnico segue que:

wW-X1+b—(W-xa+b)=1—(—1)

W-X] —W-Xp =2

Assim podemos prosseguir com os calculos:

projvtxs—x2) = (s ) »

w12

projutis—x2) =2 (i)

} 1 w
o v =2(( 1)
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Temos interesse no médulo do vetor projecdo, pois este representa a distancia entre as

margens, desse modo faz-se:

d=—— (3.6)

Do desenvolvimento € possivel concluir portanto que a menor distancia do hiperplano
separador aos dados de treinamento € d = H—‘}VH Santos (2019) adota uma metodologia diferente
para determinar d, parte-se da diferenca das expressdes que computam a distancia de cada
margem em relacdo a origem. A maximizagdo das margens é obtida minimizando || w ||.
Dessa forma tem-se o problema de otimizagdo (3.7), na sua forma conhecida como primal. E
interessante observar que || w || passou a ser elevado ao quadrado e multiplicado por %, um
artificio usado para garantir a existéncia do 6timo global e também para facilitar as manipulacdes

que levam a obtenc¢do da forma dual do mesmo. Note que ndo hd, com esta adaptacdo, prejuizo

quando se pensa no objetivo de minimiza¢dao do médulo deste vetor.

1
Min 3 | w HZ
s.a. (3.7)

yi(w-xj+b)—1>0 i=1,...,N,

Conforme destaca Lorena e Carvalho (2007), o problema de otimizagdo (3.7) é quadra-
tico, além disso, como a funcao objetivo a ser minimizada é convexa e os vetores que atendem
as restrigcdes formam um conjunto convexo, existe a garantia da unicidade do minimo global,
conforme o Teorema de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Problemas como esse podem ser resol-
vidos usando a técnica dos Multiplicadores de Lagrange. Considerando isso, tem-se a funcdo
lagrangiana (3.8) que engloba as restricdes a fungdo objetivo e deve ser minimizada. Os pontos

criticos da mesma sao obtidos anulando as derivadas parciais.

) 1
Min .Z(w,b,oci)zi ||W||2— i.vzloci(y,-(w-xi—I—b)—l)
s.d. (3.8)
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Anulando as derivadas parciais da funcdo (3.8) obtém-se as expressoes (3.9) e (3.10):

0% N
W = W-— l:ZI A yiXj = 0
N
wo= Y oy (3.9)
&Z N

= Y=o (3.10)

Retorna-se a funcdo Lagrangiana (3.8) realizando sua expansao.
1 N N N
L (w,b,0;) = SWw— Z aiin~Xi—bZ a;yi + ZOQ
i=1 i=1 i=1
Faz-se as devidas substituicdes pelas equagdes (3.9) e (3.10). Conseguindo com isso a
igualdade (3.11). Onde o produto bZﬁvzl a;y; € nulo.
1[N N N N N N
o) = 5 Y aiyixi || Y owyixi | =) oyi | Y aiyixi | oxi—b Y aiyi+ ) 0. (3.11)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

E preciso desenvolver o produto escalar (Z?jzl Oc,-yix,-) . (ny:l Otiyixi) , que como visto na

secdo 2.1 goza da propriedade distributiva em relacio a soma de vetores, desse modo tem-se:

(ouy1X1+ yaXa + . .. + CyyuXn) - (Q1Y1X1 + 0QY2X2 + . . . + 0 YnXn) =
(ouyix1) - (ouy1X1) + (ouyiX1) - (0y2x2) + (o yiX1) - (03y3x3) + . .. + (C1y1X1) - (CYnXn)+
(0oy2x1) - (ouy1X1) + (00y2X2) - (0y2X2) + (00y2X2) - (03y3X3) + . .. + (Cy2X2) - (CynXn)+

(anynxn) : (alylxl) + (anynxn) : (aZYZXZ) + (anynxn) : ((X3y3X3) + ...+ (an))nxn) : (anYan)

Ao realizar uma breve andlise do produto escalar desenvolvido acima € possivel perceber
a repeticao do seguinte padrao em cada linha. Como exemplo avalia-se a primeira linha apds o

sinal de igualdade :

(ouyix1) - (qiyix1) + (oyixa) - (0y2xz) + (iyiX1) - (03y3x3) + . .. + (1y1X1) - (CynXn) =
(ayixX1) - (Q1y1X1 + Cy2X2 + 03y3X3 + . . . + O yyXn) =

Dessa forma, € possivel representar este produto escalar por meio do somatério duplo

(3.12).

N
Z ;oYY j(Xi - Xj)- (3.12)
1j=1

Mz

i
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Prossegue-se com o mesmo raciocinio para o desenvolvimento do produto escalar

YV oy (BN aoyixi) - x;

(11 + oy2+03y3+ ... + 0yn) (Q1Y1X1 + 02y2Xa + 03Y3X3+ . . . + O YnXn) - (X1 +X2+
X3+ ... +Xp) =
((ouyr0ny1X1 + Qy1 0y2Xa + G y103y3X3 + . .. + 011 O ynXn)+

(cy200y1X1 + 00y200y2Xy 4+ 002 03Y3X3 + . . . + 02Y2 0 YnXn)+

(G ynC1Y1X1 + 0y 00Y2X + O yn 03Y3X3 + . .. + O YnOyynXn)) - (X1 +X2+X3+ ... +Xp)

Para fins de andlise realiza-se o produto escalar com o primeiro elemento da primeira

linha, isto é, (1y101y1X1) - (X1 +X2+ X3+ ... +Xp).

(Q1y10y1X1 - X1 + 00y 0 y1Xq - X2 + QY100 Y1X) - X3+ . .. + 01 Y101Y1X] - Xn)

O produto escalar do primeiro elemento da segunda linha, isto &, (cyr0ty1X1) - (X1 +

X3 +X3+ ... +Xp) serd dado por:

(Cy200y1X1 - X1 4 02y 01 Y1X1 - X2 + 00y2 00 Y X1 - X3+ ... + Coy20y1X] - Xn)

Efetuando o produto escalar com os demais elementos da primeira coluna percebe-se que
esta pode ter sua escrita resumida em 0y Xy - (01 y1X1 - Oy YnXn) = QY1 0,y (X1 - Xj). Dessa
forma teremos N somas agrupadas seguindo este padrdo. Logo, mais uma vez, € possivel
representar o desenvolvimento deste segundo produto escalar por meio do somatério duplo

(3.13), idéntico ao anterior.

Mz

N
Z i0Lyiy j(Xi - Xj). (3.13)

I
_

i

Portanto a funcdo Lagrangiana (3.11) pode ser escrita como em (3.14)

1NN N N
Z(ai)ZEZZanylyj Xi - Xj) ZZa(x]ylyJ Xj - X —|—ZO£1
i=1j=1 i=1j=1 i=1
N 1NN
.,%(a,) = Z o; — 5 Z Z (X,'(ij,‘yj(Xi-Xj) (3.14)

Por fim, € obtido o problema (3.15), conhecido como Dual de Wolf. A forma Dual, além
de mudar a natureza do problema de otimizacao original (de minimiza¢do para maximizagao ou

vice versa, conforme o caso), simplifica a resolu¢do, uma vez que reduz o nimero de restri¢des
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envolvidas no processo. A forma Dual, sendo positiva também justifica a necessidade dos
multiplicadores de Lagrange serem nao negativos como mencionado na Secao 2.4.

1
Max Z(o;) =Y, oi— §Z§V:1 Yy 00y (i - ;)

s’j‘v (3.15)
i—1 06yi =0

o >0 i=1,..N.

A resolugdo do problema (3.15) permite encontrar os valores de ¢;° 6timos, por meio dos

quais é possivel calcular o paramétro w* através da Equacdo (3.16).
N
wi=Y ofyix; (3.16)

Por sua vez, o pardmetro b* € calculado a partir da Equacao o [y;(w-xj+b) — 1] =0,

resultante do Teorema de KKT, mais especificamente da Equacao (2.20).

o [yi(w-xi+b)—1] =0
(Xi*y,'W* - Xi+ (Xi*yib* — OCl-* =0
o yib® = o — o yiw" - x;
1
b* = — —w'-x (3.17)
Yi
Conforme enfatiza Santos (2019, p.123). “Como as margens sdo equidistantes do hiper-

plano classificador e o termo b* determina uma translacdo em relagdo a origem, toma-se sua

média”. Dessa forma, € obtida a Equacao (3.18).
1 1
b'=— Y (f—w*-xi> (3.18)

Conforme destaca Lorena e Carvalho (2007), na equagdo o [y;(w-x;+b) — 1] =0, os
valores de o; somente serdo diferentes de zero para exemplos posicionados sobre as margens H
e H,. Estes dados sdo chamados de Vetores de Suporte (SVs), apenas eles participam da determi-
na¢do da equagdo do hiperplano separador (Note que para ;" = 0, a parcela correspondente no
somatério (3.16) € nula). Logo os SVs sdo todos os exemplos para os quais o >0 .

Como consequéncia das equagdes (3.16) e (3.18) tem-se a fun¢do classificadora (3.19).

f(x) zsgn< ) O‘i*Yi(Xi'X)‘f’b*) (3.19)

x;eSV
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Em situacdes reais € raro os casos onde os exemplos podem ser perfeitamente separados
pelo hiperplano. Para contornar esta limitacao da aplicacdo das SVMs € introduzido uma varidvel
de folga. Com a inclusao dessa varidvel a maquina passard a aceitar dados que estejam entre
as margens do hiperplano separador assim como alguns erros de classificacdo. A Figura 11
destaca este caso, onde pode ser visto que hd dois exemplos no interior das margens classificados

corretamente e dois erros.

Figura 11 — SVMs de Margens Suaves

Fonte:(LORENA; CARVALHO, 2007).

Nestas situacdes as SVMs sdo denominadas de margens suaves. O problema de otimiza-
¢do (3.7) é adaptado para a expressdo (3.20). Onde &; sdo varidveis de folga e C um pardmetro
de regularizacdo do erro empirico! definido pelo projetista (SANTOS, 2019). A medida que C
cresce a SVM obtida ird tender ao caso das margens rigidas, por outro lado, se o valor do parame-
tro de regularizacdo tender a zero haverd uma flexibilizacio excessiva das margens ocasionando

perda de generalizagdo do preditor.

|
Min 5|yw||2+czﬁil &i
s.a. (3.20)
yiw-xj+b)+&—-120

& =>0.

As manipulacdes matematicas para o desenvolvimento do problema dual no caso das

margens suaves sdo similares ao apresentado para as margens rigidas. Por esse motivo, serd

' O erro empirico, conforme destaca Lorena e Carvalho (2007), é responsavel por avaliar o desempenho da funcio
em relagcdo ao conjunto de treinamento.
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tratado de forma mais direta.
Por meio da técnica dos multiplicadores de Lagrange € obtido a Equacao (3.21) cujos
pontos criticos sdo definidos anulando as derivadas parciais em relacdo a w (Equacao (3.22)),

em relagdo a b (Equagdo (3.23)) e em relagdo a & (Equagdo (3.24).

. 1
Min g(w7b7§;al7ul):EHWH2+CZ§V:1él_zg\]:lalbjl(wXl+b)+51_1>_ ?]:lnuiéi

(3.21)
0% N
5o = W= ) oyixi=0
ow l;
N
wo= ) oyx; (3.22)
i=1
< N
i=1
0¥
3 = —o;+C—u;=0
i = C—o;

0< o <C. (3.24)
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Na Equagdo (3.21) realizando as substitui¢des pelas equagdes (3.22) e (3.23) tem-se :
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Z(OC,’) = Zai—EZZaiajyiyj(xi-xj) (3.25)

Desse modo, a partir das equagdes 3.25 e 3.24 consegue-se o problema de otimizacao
quadrético descrito pela Equacao (3.26) em sua forma dual. Os valores dos parametros w e b sao

obtidos de modo idéntico ao caso das SVMs de margens rigidas.

Max Z(OC,-):Z?\IZIOQ— ¥y 12, 1 060yiy (X - X))

S.a

Y'Y oy =0 (3.26)
& =0 i=1,...N

0<o<C i=1,..,N.

Como visto na Secao (2.4) o Teorema de KKT estabelece as condi¢des necessarias e
suficientes para que um problema de otimizacdo convexo tenha solucdo 6tima global. No caso

particular da Equacdo (3.21) as condi¢des de KKT sdo:
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N
aﬁ = WwW-— OC,'yl'X,':O, (3.27)
ow i=1
0¥ N
9L Y =0, (3.28)
b~k
% = C—o;—p; =0, (3.29)

yi(xi-w+b)—1+& > 0, (3.30)
& > 0, (3.31)
o > 0, (3.32)
Hi = 0, (3.33)

oci[yi(xi-w+b)—1+§,-] = 0, (3.34)

wé = 0. (3.35)

As equagdes de (3.27) a (3.29) sdo resultados da condicao expressa na Equacao (2.18),
enquanto que as equagdes de (3.30) a (3.33) sdo resultado da Equacgdo (2.19). Por fim, as
equagoes (3.34) e (3.35) decorrem da Equacao (2.20).

3.3 As SVMs aplicadas a conjuntos de dados nao linearmente separaveis

Ha situacdes em que ndo € possivel separar os dados por meio de um hiperplano, mesmo
assumindo a ocorréncia de erros por meio da inclusdo de varidveis de folga. Conjuntos de dados
com esta caracteristica sao chamados de ndo linearmente separaveis e, segundo Santos (2019),
sao comuns em problemas reais. O modelo das SVMs para margens suaves nestas situacoes se
mostra insuficiente.

Quando isto acontece Lorena e Carvalho (2007) destaca que € feito um mapeamento dos
dados do seu espaco original, a qual é referenciado como espaco de entrada, para um novo espago
de maior dimensdo, chamado de espaco de carateristicas (feature space). Este procedimento €

amparado pelo teorema de Cover que afirma:

Dado um conjunto de dados ndo linear no espago de entradas X, esse teorema afirma
que X pode ser transformado em um espago de caracteristicas 3 no qual, com alta
probabilidade, os dados sdo linearmente separaveis. Para isso duas condi¢cdes devem
ser satisfeitas. A primeira é que a transformacio seja ndo linear, enquanto a segunda
é que a dimensdo do espaco de caracteristicas seja suficientemente alta (LORENA;
CARVALHO, 2007).
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Um mapeamento adequado torna os dados linearmente separdveis no espaco de caracte-
risticas como pode ser visto na Figura 12, onde houve um mapeamento do R? para o R3. Em
resumo, aplica-se uma transformagao néo linear @ : X — 3 aos dados de treinamento de modo a
se obter um preditor que atenda satisfatoriamente a classificagdo de dados ndo lineares no espaco

de entrada.

Figura 12 — Mapeamento do conjunto de treinamento
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Fonte: (LORENA; CARVALHO, 2007).

Conforme destaca Santos (2019) o espaco de caracteristicas £ € um espacgo de Hilbert,
isto é, um espaco vetorial onde é definido o produto interno. Considerando que o algoritmo
de treinamento para as SVMs de margens suaves depende do produto interno ®(x;) - ®(x;) (o
produto escalar é um tipo especial de produto interno), o modelo para dados ndo lineares é

adaptado resultando no problema de otimizagao (3.36).

1
Max  Z(04,) =YY, 0~ 5Z§V:1 Y ooy (P(xi) - P(x;))

S.a

YN oy =0 (3.36)
& =0 i=1,...N

0<o<C i=1,..,N

Calcular ®(x;) - ®(x;) pode ndo ser vidvel computacionalmente pelo fato da dimensao
do espaco de caracteristica, geralmente, ser elevada (SANTOS, 2019). Para contornar isto €
introduzido uma funcao K, conhecida como nucleo Kernel, responsavel por calcular o produto
interno de x; com X; no espago de caracteristicas sem que seja necessdrio determinar ®(x;)

e ®(x;). Assim o problema de otimizagdo toma a forma da Equacao (3.37) onde K(xj,X;) =
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(I)(Xi) -CI)(Xj).

1
Max  Z(05) = L 06— 3 Ly L 0yiy K (i, %))

S.a

Yoy =0 (3.37)
& =0 i=1,...N

0<o;<C i=1,..,N

Importante notar que a introdu¢do de uma fungdo kernel ndo altera as caracteristicas do
problema de otimizacao, este continua quadratico e convexo e, portanto, possuindo um unico
6timo global. O produto escalar também pode ser interpretado como um fung¢do kernel, no
entanto nao hd mapeamento para um espago de maior dimensdo. Segundo Lorena e Carvalho
(2007), as fungdes kernels mais comuns sdo as Polinomiais, os Gaussianos ou RBF (Radial-Basis
Function) e os Sigmoidais (vide Tabela 2). Em cada uma delas, hd parametros que devem ser

determinados pelo projetista.

Tabela 2 — Fungdes Kernels mais utilizadas

Tipo do Kernel ~ Funcio K(x;,x;)  Parametros

Polinomial (8(xi-xj) + k)4 0,K,d
Gaussiano  exp (—o || xi —xj [|?) c
Sigmoidal tanh(6(x; - Xj) + K) o0,k

Fonte: Préprio autor.

A fungdo preditora, apds a substituicdao pela fun¢do nucleo, se apresenta na forma da

Equacdo (3.38), (SANTOS, 2019):

f(x) =sgn< ) oc,-*yiK(xi,x>+b> (3.38)

xSV

3.4 Algumas Aplicacoes das SVMs

No trabalho desenvolvido por Santos (2002) hd um resumo de algumas aplicagdes para as
SVMs. Uma delas € na classificacdo de documentos de textos em um nimero pré-determinado
de categorias. Neste caso, o problema maior é estudado como uma série de problemas de
classificagcdo bindria, cada um referente a uma categoria de texto. Trata-se de algo util para
automacao de gerenciamento de informagdes. A classificagdo € feita com base no conteido dos

documentos.
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O mesmo trabalho ainda cita o uso das Mdquinas de Vetores de Suporte para reconheci-
mento de textos manuscritos. Destacando se tratar de uma das primeiras aplicagdes das SVMs.
Desenvolvida inicialmente nos Estados Unidos a partir da necessidade do servigco postal ameri-
cano automatizar a etapa classificagdo das correspondéncias cujos c6digos de enderecamento
postal eram escritos a mao.

Ainda uma terceira aplicacdo citada por Santos (2002) refere-se ao reconhecimento de
imagens. Algo que pode se usado, por exemplo, para recuperacdo de informacdes, filtragem de
dados na internet e deteccdo de objetos. Para esta aplicacdo a construgdo dos vetores € feita a
partir da aquisi¢ao de fotos dos objetos retiradas sob diferentes angulos e direcdes de iluminacdo.

H4 também aplicacdes das SVMs na drea da satude. Collazo et al. (2009) descreve o
desenvolvimento de um modelo de predicdo com capacidade de quantificar o risco de morte
(alto ou baixo) de pacientes internados com sindrome coronariana aguda, uma doenga causada
pela obstru¢ao de uma artéria coronaria. As coordenadas dos vetores descrevem, neste caso,
caracteristicas que podem ou ndo contribuir para o aumento do risco de morte. Entre as estudadas
estavam sexo, idade e Indice de Massa Corporal (IMC). O estudo teve sua importancia no sentido
de tornar mais eficaz a terapia para os pacientes classificados como sendo de alto risco. Estes
sdo alguns exemplos de aplicagdes das SVMs mostrando assim a importancia desta ferramenta
matemadtica ndo apenas pelas suas propriedades, mas também, por sua versatilidade em diferentes
aplicacoes.

No capitulo seguinte serd detalhado o funcionamento algoritmo Sequential Minimal
Optmization (SMO), dando énfase ao aspecto matematico do c6digo. Também serad desenvolvido
um exemplo para um conjunto artificial de 4 exemplos. O objetivo neste caso é puramente

didatico, uma vez que visa detalhar os processos matematicos que ocorrem a cada iteragao.
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4 TREINANDO UMA SVM: PROBLEMA DE OTIMIZACAO QUADRATICO

Treinar uma SVM consiste em solucionar um problema de programacao quadrética. Neste
contexto, existem variados algoritmos criados para resolver problemas com esta caracteristica.
De acordo Junior e Oliveira (2017), entre eles estdo os métodos de Programagdo Quadrética
Sequencial (SPQ, sigla em inglés). Mauri e Lorena (2009) destaca que outros algoritmos se
baseiam na ideia de linearizacdo do modelo quadratico original. Este trabalho tratard unicamente
do algoritmo SMO, de modo que o mesmo serd explicado em detalhes e na sequencia serd feito
um exemplo ficticio de sua aplicacdo para resolver um problema gerado pelo treinamento de

uma SVM com base em um conjunto de treinamento contendo quatro vetores.

4.1 O Algoritmo Sequential Minimal Optmization (SMO)

Uma metodologia normalmente utilizada para a resolucao do problema de otimizacao
gerado a partir do treinamento das SVMs € baseado na subdivisdo deste em problemas menores.
Os subproblemas sao entdo otimizados e, sob certas condi¢des, ha a garantia da convergéncia
para a solucdo 6tima. Seguindo este principio, o cientista da computagdo americano John
Platt (PLATT, 1998) desenvolveu o algoritmo o qual é conhecido como Sequential Minimal
Optimization (SMO).

O algoritmo SMO conduz ao extremo, o principio de divisdo do problema maior em
subproblemas. Conforme indica Platt (1998), é otimizado o menor problema de otimizacao
possivel. Para a expressao (3.37) o menor subproblema envolve tomar dois Multiplicadores de
Lagrange. Em resumo o SMO escolhe dois multiplicadores para otimizar de forma agrupada, os
outros sdo considerados como constantes. Encontra os valores 6timos desse par e entdo atualiza
o sistema. Continua a fazer isso em um processo iterativo até que todos os multiplicadores sejam
otimizados.

A utilizacdo do algoritmo SMO apresenta algumas vantagens se comparado com outras
metodologias de resolucdo. Computacionalmente se destaca, conforme enfatiza Noronha (2017),
por permitir a resolucdo do problema na forma analitica evitando processos numéricos ou
metaheuristicas!. Outro aspecto positivo reside na pouca ocupacio de meméria computacional.

Sobre isso Platt (1998) destaca que mesmo grandes problemas podem ser armazenados em um

' Sdo técnicas que se baseiam em heuristicas capazes de resolver diferentes problemas. Enquanto que heuristicas,

segundo Carvalho et al. (2020), sdo métodos de otimizacdo que utilizam técnicas especializadas em um problema.
Tem-se a inten¢@o de escapar de pontos de maximo ou minimo locais.
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computador pessoal. Do ponto de vista matemadtico, em razdo do problema ser quadrético e
convexo, hd a garantia de que existe solug¢do 6tima tnica, entdo, o teorema de KKT possibilita
verificar, a cada iteracdo, se a solu¢c@o é um ponto 6timo global.

O problema analitico resolvido pelo SMO representa apenas a segunda etapa do processo
de otimizacdo. A primeira consiste na escolha do par de Multiplicadores de Lagrange que serdao
atualizados. E nesta primeira etapa que reside a deficiéncia do algoritmo. Isto porque ndo existe
uma maneira considerada “incorreta” ou “correta” para a escolha dos pares que serdo otimizados.
No entanto, conforme destaca Noronha (2017), a ordem com que sao escolhidos pode acelerar
ou retardar a convergéncia para a solu¢ao 6tima. Em resumo, € escolhido a cada iteracao dois
multiplicadores de Lagrange dos n multiplicadores do problema, estes sdo as varidveis que serdo
otimizadas, todos os demais (n — 2) alfas sdo considerados constantes.

Em vista do exposto, na sequéncia serd detalhado como ocorre a otimizacdo dos pares de
multiplicadores de Lagrange pelo SMO, apos estes terem sido escolhidos. Posteriormente serd
explicado uma das possiveis heuristicas a ser adotada para a escolha destes pares. As referéncias
adotadas para a elaboragdo desta etapa do relatdrio sdo o artigo de Platt (1998) e a dissertacdo de
Noronha (2017).

Em cada uma das etapas de otimizagdo, os dois multiplicadores de Lagrange devem
atender as duas restricdes do problema geral descritas na Equacdo (3.37). A restricdo de
desigualdade os posicionam dentro de uma regido quadrada de tamanho C, enquanto que a
restri¢cao de igualdade os limitam a um segmento de reta diagonal. Em outras palavras, 6timo
de cada subproblema estard localizado em um segmento de linha diagonal, no interior de um

quadrado de lado C (parametro de regularizacdo) como destacado na Figura 13.

Figura 13 — Representacdo gréfica das restrigdes impostas a 01 € 0

(85 (83
C C
0 C o 0 C o
(a) Situacdoem que y; Zy, = @ — 0 = K = (b) Situacdoemque y; =y, = a1+ =K =
o =K+ o =K-q

Fonte: Préprio autor.
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Uma vez escolhidos as duas varidveis a otimizar, 0 SMO primeiro calcula o segundo
multiplicador de Lagrange (o) e em seguida determina o em funcao do novo o, encontrado.
O primeiro passo € definir os limites L e H de modo a buscar garantir o atendimento a restricao
de desigualdade da Equacdo (3.37), ou seja, 0 < op < C. Para tanto, caso y; # y, tem-se 0s
limites estabelecidos pelas equagdes (4.1). Por sua vez, se y; = y, os limites tomam a forma das

equacoes expressas em (4.2).
L=max(0, — ), H =min(C,C+ o — ) 4.1)

L =max(0,00+ oy —C), H =min(C,+ o) 4.2)

A Figura 14 destaca o efeito das equacdes (4.1) e (4.2) no espago de busca do par de
multiplicadores de Lagrange a otimizar. Isto €, busca garantir que o valor de @; e 0, permane¢am

no segmento interior ao quadrado de lado C (em vermelho).

Figura 14 — Significado grafico da determinacdo dos limites L e H
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Fonte: Préprio autor.

A Equacdo (4.3) trata-se do desenvolvimento da fungdo lagrangiana do problema (3.37)
para os dois valores de o a serem otimizados. Suas derivadas parciais de segunda ordem estdo

destacadas nas equacdes (4.4), (4.5), (4.6) e (4.7).

l\)l'—‘
L aglS
L aglS

0,0y i K (i, Xj)

2
L) = Z,

i=1i=1

|

L) = otom—3 (ofyIK (x1,%1) + 035K (X2, X2) + 201 00y1y2K (x1,%2))  (4.3)



52

a;jlf = —k(x1,x1) (4.4)
% = —k(x2,X2) (4.5)
% = k(x1,X2) (4.6)
% = k(x1,x2) 4.7)

Do somatdrio das derivadas parciais define a grandeza 1 descrita pela Equagao (4.8).
N = 2k(x1,X2) —k(x1,X1) — k(X2,X3) (4.8)

Por fim, o novo valor de o que maximiza a Fun¢do Objetivo (3.37) é dado pela Equagdo
(4.9). Onde E| representa o erro no exemplo Xy, computado pela Equacgao (4.10) que, por sua

vez, é advinda da Equacao (3.38), porém antes de ocorrer a otimizagdo dos multiplicadores de

Lagrange.
E\—-F
n
Er=f(x1)-y1 = E= ( ) aiYiK(Xi7X1)+b) — )1 (4.10)
x; €SV

Por fim, caso ainda o valor de ;" ndo esteja limitado por L e H € escolhido o limitante

mais préximo, como explicitado na Equagao (4.11).

H se (Xéww} >H
(X?OVO — O‘éwvo se L< OCE’OVO <H 4.11)

L se 0"’ < L

Uma vez determinado o valor de a;°"’ o calculo de a'°"’ € feito conforme mostra a
Equagdo (4.12).

a{wvo =0 +y1y2(062 — Otéwvo) 4.12)

Terminada a otimizagdo de o e o prossegue-se para o calculo do limiar b, este € feito

em cada etapa visando o atendimento das condi¢cdes de KKT. O limiar by é dado pela Equacgado
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(4.13) e forcard a saida da SVM a ser de fato y; quando a entrada for x; (NORONHA, 2017).
by =E; —i-yl(OCiwvo — OC])K(Xl,Xl) +y2(oc§"vo — (Xz)K(Xl,Xz) +b (4.13)

Da mesma forma, o limiar b, é calculado pela Equacgao (4.14) e forcard a saida da SVM

a ser y» quando a entrada for x, (NORONHA, 2017).
by =Ey+y (OC{IOVO — Otl)K(Xl,Xz) _|_y2(a£mv0 — Otz)K(Xz,Xz) +b (4.14)

E interessante observar que as equagdes (4.13) e (4.14) sdo oriundas, com algumas adap-
tacoes, da Equacdo (3.17). Para verificar, basta estender o somatério que determina parametro w
na Equacdo (3.16) para os dois ous a serem otimizados. A Equacdo (4.15) apresenta o resultado
deste processo para o caso de b;. A diferencga reside no fato de que na Equacgdo (4.13) foi
introduzido o erro Ej e o valor do limiar da iteracdo anterior b, também | e ap sdo substituidos
pela diferenca em relacdo aos resultados dos multiplicadores obtidos do processo recursivo
anterior. Acredita-se que estas adaptacdes sdo explicadas no estudo da teoria de convergéncia do

algoritmo e portanto, excede o objeto de estudo deste trabalho.

by =y1—w-xq
b1 =y1 — (Q1y1X1 + 0y2X2) - X1

by =y1 —y10(X1-X1) + 02y2 (X1 - X2) (4.15)

Ainda, se ambos b; e by sdo validos, eles terdo o mesmo valor. Por outro lado, se os
novos os estdo na borda, ou seja o =0 ou oy =C e ap = 0 ou ap = C, entdo todos os valores
entre b| e by sdo validos, neste caso o SMO faz a média de b e b,. Em resumo, o valor de b é

escolhido conforme a Equacgao (4.16) (NORONHA, 2017).

by se  O0<of?™<C
b=4q by se 0<a}?"<C (4.16)

(b1 4 b2)/2 caso contrdrio.

Conforme destaca Noronha (2017), um ponto 6timo na equacdo (3.38) sera global se,
e somente se, as condicdes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) forem atendidas. Em particular as
condi¢des de KKT sdo determinadas por (4.17) e sdo uma extensdo da Equagdo (3.34). Em

resumo, ¢; = 0 para a funcio classificando corretamente os dados, o; = C representa uma
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punicdo para o erro da fungdo e por fim, 0 < o; < C se os dados estiverem sobre as margens. O

que o algoritmo SMO faz € iterar repetidas vezes até que todas as condi¢des sejam satisfeitas.

o=C & yif(xp) <1 4.17)

Foi explicado como o algoritmo SMO otimiza os pares de multiplicadores de lagrange,
no entanto, anterior a este processo hd a etapa de escolha dos pares a serem otimizados. Nesse
sentido, ndo existe uma maneira ‘incorreta” ou ‘“correta” de fazé-la, porém a ordem com que os
multiplicadores sao escolhidos pode alterar significativamente a velocidade de convergéncia para
a solugdo 6tima do problema de otimizacdo. Na literatura sdo apresentados variados métodos,
neste relatorio serd explicado o método original descrito por Platt (1998).

Existem duas heuristicas para a escolha dos pares, a primeira € composta de um loop
externo sendo responsével pela escolha do primeiro multiplicador de lagrange (a1). A segunda
constitui-se de um loop interno e escolhe o segundo multiplicador de lagrange (o).

No loop externo, para a escolha do primeiro multiplicador de Lagrange, ¢ feita uma
iteragdo em todo o conjunto de treinamento a fim de encontrar algum elemento que ndo atenda
as condi¢oes de KKT descritas na Equagdo (4.17). Quando um elemento é encontrado ele é
entdo escolhido para ser otimizado. Com o intuito aumentar a velocidade da convergéncia, a
cada loop externo, o SMO também itera nos elementos cujos multiplicadores ndo sdo limitados,
isto é, possuem valores diferentes de 0 e C.

A heuristica da segunda escolha estd fundamentada em selecionar o & que possibilite
0 maior passo em direcdo a solugdo do problema de otimizagdo. Sendo o erro descrito pela
Equacdo (4.10), o passo € entendido pelo mddulo apresentado em (4.18). Assim 0 maior passo
serd dado pelos multiplicadores que possibilitarem obter o maior valor absoluto para a diferenca
dos erros.

|E| — Es| (4.18)

Noronha (2017) ainda destaca que caso a escolha do segundo multiplicador nao resulte
em melhora na convergéncia, € feito um loop em todos os as ndo limitados até o momento em
que o primeiro deles proporcione uma melhora na convergéncia. Ainda, se nenhum elemento

melhorar a convergéncia itera-se sobre todo o conjunto de treinamento.
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4.2 Exemplo: Obtencao de uma SVM com emprego do algoritmo SMO

Com a inten¢do de promover um maior entendimento dos aspectos matematicos tratados
até o momento, no decorre das pdginas seguintes serd detalhado o treinamento de uma SVM
utilizando o algoritmo SMO para um conjunto de treinamento ficticio. Este, composto somente
de quatro exemplos linearmente separaveis (caso mais simples das SVMs). Cabe destacar que
o objetivo desta secao € puramente didatico, acredita-se que ird contribuir para a fixacao dos
processos matematicos generalizados ao longo das paginas anteriores. Ademais, em situacoes
reais normalmente os dados ndo sdo linearmente separdveis e o conjunto de treinamento constitui-
se de um numero elevado de exemplos, o que torna o seu tratamento vidvel somente com 0 uso
de recursos computacionais.

O conjunto de treinamento serd composto por quatro exemplos de duas coordenadas
e, portanto, podem ser visualizados no plano cartesiano. A Tabela 3 resume o conjunto de

treinamento. A Figura 15 evidencia a disposicdo dos pontos no R2. Os exemplos em azul sdo os

Tabela 3 — Conjunto de treinamento

EXEMPLOS (x;) COORDENADAS ROTULOS (y;)

X1 (_172) 1
X2 (1,1) —1
X3 (1,—1) 1

X4 (2,—1) ~1

Fonte: Préprio autor.

que possuem rétulos iguais a 1 enquanto que os exemplos em vermelho t€ém rétulos iguais a -1.

E preciso definir o problema de otimizagio a ser resolvido pelo algoritmo SMO. Como
trata-se de dados linearmente separdveis serd dado pela fun¢do lagrangiana detalhada na Se¢ao
3.2, de forma mais especifica a Equagdo (3.15). Visando a aplicacio do SMO definiu-se o
problema como sendo de margens suaves admitindo C = 1, ou seja, 0 < o; < 1. O primeiro

passo serd expandir a Equacdo (3.15) para o conjunto de treinamento explicitado na Tabela 3. O
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Figura 15 — Disposicio dos exemplos no R?

y 4/\
3
X1
° 2
X2
1 )
x
>
-3 -2 -1 0 1 2 3 4
-1 ) e
X3 X4
-2

Fonte: Préprio autor.

que foi feito resultando na Equacao (4.19).

1
L) =Yl 0 - 3 Yl Lo 0iyiy(Xi - x;)
1
L) =0a1+om+a3+ o4 — 5(061 ouy1y1 (X1 -X1) + 01 0oy1y2(X1 - X2) + 04 0313 (X1 - X3)
+0u Qay1y4(X1 - Xg) + 000 y2y1 (X2 - X1) + 02 00y2y2 (X2 - X2) + 00 03Y2y3(X2 - X3)
+0004y2y4(X2 - X4) + 0301 Y3Y1 (X3 - X1) + 0300Y3y2(X3 - X2) + 030333 (X3 - X3)
+ 0401 y4y1 (X4 - X1) + 04 0Y4y2 (X4 - X2) + Q4 03Y4y3 (X4 - X3)

)

( .
+06304Y3y4(X3 " X4)
+ 04 0ty y4y4(X4 - Xg)

(4.19)

Para facilitar o desenvolvimento de .Z(;) é conveniente estabelecer alguns célculos
auxiliares que também serdo uteis durante a aplicagdo do algoritmo SMO. A intencdo € dispor,
em forma de tabelas, cada um dos valores y;y;(x; - X;) a fim de que possam ser facilmente
identificados. A Tabela 4 apresenta os resultados de (X; - X;), a Tabela 5 organiza os produtos y;y;
e, por fim, como resultado das duas anteriores, na Tabela 6 tem-se em cada linha os valores de
yiyj(Xi-Xj). E interessante observar que os valores obtidos na Tabela 4 sdo simétricos em relagio

a diagonal principal, tal fato é resultado da comutatividade, propriedade do produto escalar.

Realizada a organizacdo em forma de tabelas, em especial com o auxilio da Tabela 6
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Tabela 4 — Gram matrix kernel, K (x,y) =x-y

(Xi"Xj) X1 X2 X3 X4
x; 5 1 -3 4
X3 1 2 0 1
x3 -3 0 2 3
X4 —4 1 3 5

Fonte: Préprio autor.

Tabela 5 — Produto dos rétulos

Vivj)) Y1 Y2 ¥3 s
Vi T -1 1 -1
v, -1 1 -1 1
y3 1 1 -1 -1
yva -1 1 -1 1

Fonte: Préprio autor.

Tabela 6 — Produto dos rétulos com o produto escalar

yivi(Xi-Xj)  yivi(Xi-X1) yiva(Xi-X2) yiv3(Xi-X3) yiva(Xi-Xa)
y1yj(X1-X;) 5 —1 -3 4
y2yj(X2 - X;j) -1 2 0 1
ygyj(Xg, Xj) —3 0 2 —3
y4yj(X4 Xj) 4 1 -3 5

Fonte: Préprio autor.
substitui-se os valores da Equagdo (4.19) obtendo com este processo a Equacao (4.20).

1
ZL(og) =01+ 0p+ 03+ 0y — 5(5061061 — 00 —30q03+40q04 — 00 + 20000

+0 03+ a0y — 30300 + 00300 + 20303 — 30304 + 40400 + 040 — 30403+ 5040)
(4.20)

Por fim, o problema de otimizacao que serd resolvido pelo SMO estd expresso na Equacgao

(4.21).

Max Z(04) = o+ o+ 0 + 0oty — %(50512 +205 +202 + 502 — 200 — 601 03
+8aa4 +20p04 — 60304)

s.a (4.21)
o—op+o3—0ay4=0

0<0;<1 i=1,..4.

As iteragOes iniciam considerando todos os multiplicadores de Lagrange nulos. Ao
final de cada iteracdo a funcao classificadora € atualizada de modo que possa ser verificada as
condi¢des de KKT. A mesma, em fase de construgdo é dado pela Equacdo (4.22) e € resultado da

Equacdo (3.38). Apenas nao foi feita distin¢c@o a respeito dos Vetores de Suporte por se tratar
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de uma quantidade pequena de vetores . Neste exemplo também ndo houve a utilizacdo de uma
funcgao kernel ndo linear devido aos dados serem linearmente separaveis e, considerando que o
enfoque serd mostrar a rapidez da convergéncia do algoritmo SMO, ndo se preocupou com a

determinac@o dos valores de &;.

4
f(x)= <Z oyi(Xi - X) + b) (4.22)
i=1

e Iteracao 01
— Passo 01: Escolha do primeiro Q;

Itera-se sobre o conjunto de treinamento a fim de encontrar algum X; que viola as
condigoes de KKT descritas em (4.17). Fazemos primeiro com X1. Nestas circunstancias
qualquer valor ndo atenderia as condicoes de KKT jd que a fungdo retornard valores
nulos. Portanto Xq ¢ escolhido.

yif(x1) =Y oyixi-xq) +b
yif(X1) = y10o0 (X1 -X1) +y200(X2 - X1) +y3053(X3 - X1) + ya0a(Xg - X1) + b
yif(x1)=0

— Passo 02: Escolha do segundo o

Usando a Equacdo (4.10) busca-se o o; que possibilite o maior valor para o modulo

(4.18).
Er=f(x1)—y=0-1=-1
Ey=f(x) —y2=0—(-1)=1
By — By =|—1—1]=2

Este é o maior valor que pode ser obtido (para X3 seria 0 e para X4 seria novamente 1),
logo os multiplicadores escolhidos sdo o e 0.
— Passo 03: Otimizando o e 0

Como os rotulos sdo diferentes analisa-se os limites com base na Equacdo (4.1).
L=max(0,00 — 0y), H =min(C,C+ o —0y)

Ambos os multiplicadores de Lagrange sdao nulos, logo: 0 < ap < 1. Na sequéncia é
determinado a grandeza M conforme a Equagdo (4.8). Os valores dos produtos escalares

podem ser obtidos facilmente na Tabela 4.

N =2(x1-X2) — (X1-X1) — (X2-X2)
n=21-5-2=-5
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Apds o cdlculo de 1, prossegue-se para a determinagdo de 0;°"° com base na Equagdo

4.9).
aﬁzovo =0 — YZ(E%*EZ)
aézovo —0— (_12(_2)
aézovo — %

Apds verificar, pela Equagdo (4.11), que o valor de a;°"° ndo precisa ser alterado, o

proximo passo é determinar o valor de 0", para tanto € usado a Equagdo (4.12).

aiwvo =q +y1y2(062 o aézovo)
o =0+ 1.(—1)(0—2)
a{wvo — %

— Passo 04: Determinar o limiar b

Com base nas equacgoes (4.13) e (4.14) parte-se para a determinagdo do limiar b.

b1 =E; —|—y1(06{ww) — 061)(X1 -Xl) +y2(a§"’v” — (Xz)(Xl -Xz) +b
_ 2 2

by ——1—|—§~5—§—|—0

b=

| W

b2 = E2 +y1(af’”v” — 061)(X1 -Xz) —}—yz(OCémw} — OCQ)(XZ . Xz) +b
by=1+2-2.240

3
b2:§

Como o’ e oj°"° estdo contidos no intervalo [0, 1] os limiares by e by tém o mesmo

valor.
— Passo 05: Atualizar a fungdo preditora (4.22).
F(x) =yrou(x1-X) +y200(X2 - X) +y303(X3 - X) + ya0u(Xg-X) + b

f(x)=3(x1-x) — 3(x2-X) + 3

Ap6s a atualizacdo de qualquer par de multiplicadores de Lagrange, uma boa maneira de
compreender como de fato estd acontecendo a otimizagdo do problema, na forma dual descrito
na Equacdo (4.21), é substituindo na func¢ao objetivo, os novos valores de ¢ e o encontrados.
Para este caso especifico, em que se estd trabalhando com 4 multiplicadores a fungao objetivo

ficard definida em termos das varidveis 03 e 04 € pode ser visualizada no R3. Realizando as
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devidas substitui¢cdes na Equacdo (4.21), esta adquire a forma da Equacdo (4.23) a qual esta

representada na Figura 16 (considerou-se o3 = xe oy = ).

5 11 2
,5,”(053,054):—a32—§a§+3a3a4+?a3—a4+§ (4.23)

Figura 16 — Funcdo (4.21) apds primeira atualiza¢do

Fonte: Préprio autor.

E interessante observar, na Figura 16, como se apresenta as restricdes do problema de
otimiza¢do. No dominio, a restricdo de desigualdade limita o espaco de busca a uma regiao
quadrada de lado unitdrio, uma vez que C = 1. Ainda mais, a restri¢ao de igualdade adiciona
a exigéncia de se trabalhar com valores que estdo sobre o segmento de reta no interior deste
quadrado. Este ponto é especialmente interessante, pois ao se pensar como proxima iteracao
a atualizacdo dos valores de a3 € 04 (0 que ndo necessariamente ird acontecer), em razao de
o = op = 0,4, arestricdo de igualdade conduz a expressdo 0z — 04 = 0, 0 que gera uma reta
sendo bissetriz dos quadrantes impares de xOy como de fato pode ser observado na Figura
16. Outro ponto importante é a caracteristica quadratica da funcdo objetivo que garante sua
maximizacdo para a hipétese de qualquer mudanca das varidveis ;3 € 0y, respeitada as restri¢des
do problema.

Com a finalidade de realizar uma anélise de hiperplano obtido apds esta primeira iterag@o
calcula-se o vetor w conforme a Equagao 3.16 e a varidvel independente b, conforme a Equagao

(3.18). Para o célculo de b ndo € preciso considerar no somatdrio os rétulos y;, uma vez que se
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anulardo.

N
=Yl 0yiXi = QX1 — X3 + 03X3 — O4X4

w=2%(—1,2)—%(1,1)+0(1,—1)—0(2,—1)

_ 4 2

~ (4.3
_lv4 (1 _
b= hri (L —w-x)
h— W (x o tasag)
= 3
—_1
b= 2

Calculado os valores de w e b prossegue-se para a determinagao da equacao do hiperplano
conforme Equacdo (3.1). O resultado obtido estd descrito na Equacdo (4.24) e o seu gréfico sera

areta ry destacada na Figura 17.

_l_p (4.24)

y
5
4 4 +2 Jr1 0
T — -+ =1 - =
1 5 5.,)’ B
3
X1
e 2
X2
1 ®
-5 -4 -3 -2 -1 o0 1 2 3 4 5 6
-1 ® ®
X3 X4
-2
-3

Fonte: Préprio autor.

Ao observar a Figura 17 € possivel perceber que o hiperplano obtido apds a primeira
iteracdo serd deficiente quanto a sua capacidade de generalizacdo. Isto fica evidente ao se
imaginar novos dados com a mesma légica distributiva dos quatro que compdem o conjunto de

treinamento em questao.
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Para as iteragdes subsequentes os passos serdo apresentados de modo mais direto dispen-
sando maiores detalhes (caso haja necessidade aconselha-se buscar as referéncias de cada cdlculo
consultando a descri¢do da Iteracao 01). Nas fracdes optou-se por apresentd-las de modo a
unificar os denominadores, ou seja, ndo estao na forma irredutivel, esta metodologia facilita a
revisdo dos calculos quando feitos manualmente.

* Iteracao 02
— Passo 01: Escolha do primeiro Q;

Condicoes de KKT (o € escolhido).

yif(x1) = 2(x1-x1) — 2(x2-x1) +§
N =35-3143
yif(x1) =15

— Passo 02: Escolha do segundo o;

O 03 é o que possibilita o maior passo.
Er=f(x)—yi=%-1=%
E3=f(x3)—y3=3(-3)—3(0)+%-1
Ey=-%

[E1—Es| =8+ 8 =4
— Passo 03: Otimizando O e 03
Analisando os limites para oz (y1 = y3).
L =max(0,0; 4+ o3 —C), H =min(C,a; + o)

L:OeH:%, assim 0 < oz <

i

n =2(xq1-x3) — (X1 -X1) — (x3-X3)
n=2.(-3)-5-2=—13

Determinando ch"’m .

agzovo =03 — y3(E1—E3)

14 1
oo — () — 5
3 —13
novo __ 14
03" = &5
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Nao hd necessidade de realizar o ajuste pois 03°" estd contido no intervalo [0, % J

ai’l()V{) — al +y1y3(a _ agzovo)

anovo z + 1(() 65)
novo __ 12
G =6

— Passo 04: Determinar o limiar b
b =E; —|—y1( olove — 061)(X1 Xl) +y3( oflove — OC3)(X1 -X3) +b
b =8+ (2-2)5+3(-3)+12

5
b]zﬁ

by =E; —|—y1(O£i1OV0 — OCI)(XI -X3) —l—y3(06§wvo — OC3)(X3 -X3) +b
b= —3+ (- D3+ )+

Como esperado, os dois limiares tém o mesmo valor jd que tanto Q) quanto 03 sdo vdlidos.
— Passo 05: Atualizar a fungdo preditora.
J(x) =yron(x1-X) +y200(X2 - X) +y303(X3 - X) + Y404 (X4 -X) + b
f(x) = g5 (x1-%) — g3 (X2 X) + g3 (X3-X) + &5

Novamente com a finalidade de realizar uma andlise de hiperplano obtido apds esta
primeira iteracdo calcula-se o vetor w conforme a Equacao 3.16 e a varidvel independente b,
conforme a Equacao (3.18). Para o cdlculo de b ndo € preciso considerar no somatorio os rétulos

yi, uma vez que se anularao.

N
w =Y 06yiX; = 01X1 — 0QXp + 03X3 — O4Xg

w=22(-1,2)— A(1, 1)+ &2(1,-1)—0(2,-1)

M-
b= NZ ( W'Xi)
bh— w-(x] +le +x3+x4)
b=

260

Calculado os valores de w e b prossegue-se para a determina¢do da Equagao do hiperplano

conforme (3.1). O resultado obtido esté descrito na Equagdo (4.25) e o seu gréfico serd a reta r,
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destacada na Figura 18.
fx)=w-x+b=0
(—&,—82) (5,y)+25=0 (4.25)

24 16 88 __
— 55X~ 65V T 260 =0

Figura 18 — Hiperplano apds 2 iteragdes

Y
4

24 16 88 N,
To i ——T — —1, =
2 7657 657 T 260

e 2
X1
X2
1 ®
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
-1 ° e
X3 X4

-2

Fonte: Préprio autor.

Uma anélise da Figura 18 permite concluir que ja apds a segunda iteragdo o algoritmo
SMO retorna multiplicadores pelos quais € possivel definir um hiperplano que se aproxima
fortemente do hiperplano 6timo. Apesar de se estar trabalhando com um exemplo simples, este
fato confirma as afirmacdes feitas por Platt (1998) de que o SMO € um algoritmo répido na
resolugdo deste tipo de problema de otimizacao.

Ainda para confirmar o bom resultado obtido apds a segunda interacdo pode ser avaliado
os valores conseguidos por meio da fun¢do sinal (3.2). Percebe-se que os rétulos coincidem
com os destacados na Tabela 3, mostrando que o hiperplano classifica corretamente todos os
exemplos.

Para xq temos:

fx)=—2(-1)—182)+ 88 - 14 _02153...
sgn(f(x1)) =1

Para x, temos:
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Para x3 temos:

flxa)=—-2()-¥(-N+B =1 =0,2153...
sgn(f(x3)) =1

Para x4 temos:

fxg)=-202) - 8-+ =-2=-0,1538...
sgn(f(xq)) = —1

E vélido destacar que o SMO, continuaria a realizar 2s iteracdes até que as condigdes de
KKT descritas pelas equivaléncias (4.17) fossem atendidas para todo o conjunto de treinamento.
No entanto, entendendo que o objetivo, como contribui¢do didatica para a compreensao da
convergéncia do algoritmo foi alcangado ndo serd feito mais iteracdes. Principalmente porque
os célculos sdo repetitivos e enfadonhos. Supondo, desse modo, que a equacdo encontrada
na segunda iteragcdo seja a 6tima parte-se para a definicdo das margens. O cdlculo para tanto
¢ relativamente simples e baseado na Equagdo (3.3), bastando supor as duas possibilidades
existentes para o modulo. Isto é, iguala-se a equacao do hiperplano a 1 e a —1, o que pode ser
visualizado através da Figura 10. Com este procedimento chega-se nas equacdes (4.26) e (4.27)

que definem respectivamente as margens Hy e H;.

24 16 88
H1 . —% —5}74—% 1 (426)
24 16 88
H _X— — — =1 4.2
2 765" " 657 T 260 (4.27)

A Figura 19 destaca o hiperplano com suas respectivas margens. Chama-se atencao para

o fato de que a distancia dj e d entre o hiperplano e qualquer uma de suas margens €, como

algebricamente o calculo da distan(:la entre as retas, resultando em aproximadamente 2,253.

discutido no inicio da Secdo 3.2, —— (vide Equacdo (3.6)). O que pode ser aferido realizando

Ainda observando a Figura 19 percebe-se que todos os vetores que compuseram O
conjunto de treinamento estdo no interior das margens do hiperplano. O que justifica essa
situacdo € a escolha do parametro de regularizacdo C = 1. Como explicado na Secao 3.2, mais
especificamente ao tratar do problema de otimiza¢do na forma primal. O valor de C, quanto mais
préximo de zero implica em um modelo de predi¢do mais flexivel, por outro lado, quando tende

para infinito positivo aproxima a fun¢do preditora para o caso de margens rigidas. Em particular,
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Figura 19 — Hiperplano apoés 2 iteragdes (com as margens)
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Fonte: Préprio autor.

foi escolhido um valor relativamente préximo de zero, pelo menos considerando o fato que
poderia crescer infinitamente. Como consequéncia houve a flexibiliza¢do da funcao classificadora,
perceptivel graficamente pelo aumento da distancia entre as margens e o hiperplano separador.

Fica assim encerrado o estudo da convergéncia algoritmo SMO para a resolugdo do
problema de otimizagao gerado pelo treinamento de uma SVM tendo como base um exemplo
artificial, que por ambig¢des didaticas foi construido com simplicidade. Foi possivel perceber a
interlocu¢@o com a teoria matematica a qual a técnica das SVMs € fortemente embasada, o que
realca a importancia do pensamento matematico para a construcdo de solucdes de problemas

comuns ao cotidiano de uma sociedade cada vez mais tecnoldgica.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho consistiu em realizar um estudo a respeito do algoritmo Se-
quential Minimal Optimization (SMO) quando aplicado ao problema de otimiza¢do quadratico e
convexo gerado a partir do treinamento de uma Méquina de Vetores de Suporte (SVM). Com
este propdsito, buscou-se compreender a conexao entre diferentes assuntos da matematica e o
problema de otimizagdo em evidéncia, cuja resolucao pode ser feita usando o algoritmo SMO.
Também foi descrito de forma detalhada o SMO e a obten¢do do problema de otimizagao a ser
resolvido pelo mesmo enfatizando como a otimizagdo matematica esta relacionada ao treina-
mento de uma SVM. A fim de alcancar os objetivos tragados, a metodologia adotada foi uma
extensa pesquisa bibliografica de modo que o trabalho teve um cardter exploratério.

A dificuldade de compreensdo da tematica, tendo em vista a necessidade de assimilar
diferentes conceitos matematicos, justificou a elaboracao deste relatdrio seguindo a perspectiva
de obten¢do de uma material didatico para que futuros interessados no assunto encontrasse nele
um apoio para os estudos iniciais. Outra justificativa se constituiu no desejo académico em ter
acesso a conhecimentos matemdticos nao vistos durante o curso de Licenciatura em Matematica.

Ao longo do trabalho foi realizada uma revisao geral de conceitos matematicos rela-
cionados a aplicacdo estudada, detalhou-se os aspectos matemadticos inerentes a técnica das
SVMs e também ao funcionamento do algoritmo SMO. Em relagdo a revisdao dos conceitos ma-
tematicos, abordou-se especificamente temas de quatro campos de estudo: Geometria Analitica,
Algebra Linear, Célculo Diferencial e alguns tépicos sobre Otimiza¢io. Em se tratando das
SVMs, buscou-se detalhar todo o processo de treinamento, enfatizando as modificagdes para os
diferentes casos, conforme as caracteristicas do conjunto de treinamento. Por fim, detalhou-se o
algoritimo SMO, sendo realizado um estudo da convergéncia do mesmo a luz de uma aplicacdo
com um conjunto de treinamento simples constituido de quatro vetores.

Os objetivos estabelecidos no inicio deste trabalho foram alcancados tendo em vista que
houve a producdo de um material em que foi destacado com detalhes os aspectos matematicos
relacionados ao treinamento das SVMs, assim como a descri¢do do processo de treinamento com
todo embasamento matematico proprio desta técnica. A explicag¢do das etapas que compdem as
iteracoes feitas pelo algoritmo SMO também foi fundamental para a compreensdo da tematica
estudada. A resolucdo de um exemplo artificial encerrou o estudo do assunto e mostrou como de
fato teoria e pratica estdo intimamente relacionadas. O trabalhou também permitiu visualizar o

quanto € frequente, em nosso cotidiano, problemas de classificacdo assim como a complexidade
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que estes carregam quando aplicados a uma técnica de aprendizagem de maquina.

Como sugestao para estudos posteriores recomenda-se um olhar aos aspectos tedricos
relativos a convergéncia do algoritmo SMO, uma vez que se verificou certa dificuldade na
compreensdo matemdtica dos motivos que explicam sua maior rapidez quando comparado a
outros algoritmos. Outra sugestdo seria a implementacdo em software do SMO e a resolucdo de
um problema real, haja vista que qualquer aplicagdo mais sofisticada torna a resolucdo de forma

manual invidvel e a aplicagdo trabalhada neste relatdrio teve pretensdo unicamente didatica.
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