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Resumo

A utilizacdo de simulagdes computacionais no ensino de Fisica tem sido alvo de muitas pesquisas
nos ultimos tempos e diversos softwares foram desenvolvidos para auxiliar no processo de
ensino e aprendizagem, tanto da Fisica como das Ci€ncias, de maneira geral. O GeoGebra €
uma ferramenta interativa de simula¢des matemadticas bastante conhecido, com um ambiente
que combina elementos de dlgebra e geometria, € de facil programacao e observacdo dos dados
nele inseridos. Nos o utilizamos para simular resultados fundamentais da Mecanica Quantica,
como a catdstrofe do ultravioleta, o efeito Comptom e o 4tomo de hidrogénio. A teoria quantica
nao € apenas tecnicamente dificil, mas conceitualmente rica, os resultados aqui apresentados
demonstram a simplicidade de uso e os inimeros detalhes que podem vir a ser trabalhados por
meio da ferramenta. Com isso, somos induzidos a imaginar que ela pode ser ainda utilizada
nas demais areas da Fisica, com diferentes enfoques, uma vez que se trata de um software com

diversas funcionalidades.

Palavras-chave: Simulacdes Computacionais, GeoGebra, Tecnologias na Educacao.



Abstract

The use of computer simulations in Physics teaching has been the target of many research in
recent times and several software have been developed to assist in the teaching and learning
process, both in Physics and in of Science in general. GeoGebra is a well-known interactive
mathematical simulation tool, with an environment that combines elements of algebra and
geometry, facilitating the programming and observation of the data inserted in it. We use it to
simulate fundamental results of the Quantum Mechanics, such as the ultraviolet catastrophe, the
Comptom effect, the infinite square well, among others. Quantum theory is not only technically
difficult, but conceptually rich, the results presented here demonstrate the simplicity of use and
the countless details that can be worked on through the tool. With that, we are induced to imagine
that it can still be used in other areas of Physics, with different approaches, since it is a software

with several functionalities.

Keywords: Computer Simulations, GeoGebra, Technologies in Education.
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Introducao

O primeiro estudo com a utilizacdo de computadores como recurso didatico ocorreu
na década de 1970 no Massachusetts Institute of Technology (MIT), nos Estados Unidos. Na
época, Seymour Papert, que havia trabalhado com Piaget em Genebra, fundou o Laboratério de
Inteligéncia Artificial. Papert, apoiado nas ideias de Piaget sobre o desenvolvimento cognitivo das
criancas, desenvolveu uma série de atividades integrando problemas matematicos a programagao
de computadores [1]. Desde entdo, inimeros estudos vém sendo desenvolvidos com o intuito de
criar estratégias pedagdgicas que permitam a utilizacdo de meios tecnoldgicos e mididticos nas

praticas de ensino [2].

Apesar de presente nas modalidades de educagao a distancia, na qual o uso de ambientes
virtuais de aprendizagem € mais comum, embora o aproveitamento ainda se mostre reduzido
em alguns casos, na modalidade presencial a utilizagdo de recursos computacionais € pouco
difundida. A adaptacdao do ambiente escolar ao uso das Tecnologias de Informagao e Comu-
nicacdo (TICs) ainda € um desafio a ser superado, cujo maior obstdculo talvez esteja na falta
de preparo dos educadores para lidar com essas novas ferramentas que estdo em constante
atualizacdo. Essa dificuldade em lidar com as TICs € causada principalmente pelo fato de que a
maioria dos professores tiveram contato com elas tardiamente, os chamados imigrantes digitais,
ao contrdrio dos alunos, que ja nasceram nesse ambiente, denominados de nativos digitais. Por
1ss0, € necessario desenvolver estratégias de ensino que insiram essas novas tecnologias nas
praticas pedagogicas e que auxiliem professores e alunos no desenvolvimento de competéncias

basicas para o uso desses ambientes [3].

No ensino médio, a inser¢ao de aplicativos, softwares e ferramentas tecnolégicas em
geral, é bem difundida. Isso se d4 pela busca incessante em desenvolver o interesse do estudante
pela drea, incentivar a busca por conhecimento e aprofundamento através dessas ferramentas, e
ainda, tentar aumentar virtualmente a carga hordaria da disciplina de Fisica, que tem sido reduzida
ao longo dos ultimos anos [4]. J4 no ensino superior, por vezes acreditamos que, tendo feito a
escolha daquele curso, o aluno ndo precisa mais ser estimulado e, com isso, nos deparamos com

disciplinas macantes, com excesso de conteudo, poucas discussdes e ainda menos aplicacgoes.

O uso dos recursos computacionais certamente terd cada vez mais impacto na educagao.
Acreditamos que uma forma de contribuir com a aprendizagem de conceitos complexos da
Fisica estudada no ensino superior seja trazendo metodologias diferenciadas que estimulem
o estudante. Nesse sentido, apresentamos nesse trabalho uma estratégia didética para ensinar
alguns conteidos de Mecanica Quantica (MQ) com o apoio de uma TIC, o GeoGebra. Um
software livre, que une graficos, geometria, elementos tridimensionais, dlgebra computacional,

entre outras ferramentas, todas inseridas numa multiplataforma que pode ser utilizada para todos
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os niveis de ensino.

O estudo da MQ exige habilidade e conhecimento matematico, bem como a capacidade
de compreender conceitos e modelos abstratos. As ideias envolvidas representam um desafio
constante em que o estudante do curso de graduagdo em Fisica precisa visualizar a natureza contra-
intuitiva de um mundo de escala subatomica [5]. Portanto, aprender sobre esse tema significa ser
capaz de analisar, interpretar e ainda correlacionar as diversas informacdes fundamentais para a
construcdo da teoria e da base matemdtica que estruturou o que conhecemos sobre os fendmenos
quanticos. E ainda, num mundo globalizado onde o compartilhamento de informacdes em redes
sociais € cada vez mais rapido, o que leva a disseminacdo de pseudociéncias e termos utilizados
de forma a reforgar crencas e préticas que nao atendem a metodologias cientificas, precisamos
desenvolver meios e métodos que facilitem e universalizem a correta compreensao e uso dos

conceitos estudados aqui [6].

Em diversos paises, um estudo introdutério de MQ j4 se faz presente nos curriculos do
Ensino Médio [7]. Devido a alta complexidade dessa drea da Fisica, equivocos, especialmente
conceituais, sdo facilmente cometidos nessa etapa de ensino, uma vez que o mundo quantico
foge da concepg¢ao intuitiva humana, que advém de escalas macroscdpicas, ou seja, de um mundo
classico [7, 8]. Com o objetivo de transpor essas dificuldades, o GeoGebra se mostrou como uma
excelente ferramenta para a criagio de simula¢des computacionais que podem ser utilizadas no
ensino de temas mais avangados, em tempos curtos, com um publico pouco familiarizado com

as sutilezas desse mundo microscopico [9].

Nesse aspecto, as simulacdes computacionais podem ser de grande ajuda para os estudan-
tes. A utilizagdo das TIC’s vem nos auxiliando no processo de ensino-aprendizagem e, aliado a
um bom desenvolvimento dos conceitos tedricos, torna possivel a discussio de temas complexos
em niveis cada vez mais altos e em idades cada vez menores, fazendo uso inclusive, das préprias

redes socias para a divulgacdo de material acerca do assunto [10].

Portanto, esse trabalho tem como objetivo, apresentar o software GeoGebra, suas princi-
pais ferramentas e como ele pode ser utilizado para a elaboragdo de simulac¢des de Fisica que

auxiliem em aulas de MQ.
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1 Revisao de literatura

1.1 O ensino de Mecanica Quantica

O surgimento da MQ transformou a forma como entendiamos o método cientifico.
A maneira de produzir ciéncia foi totalmente impactada e isso nos trouxe, e traz, diversas
descobertas que impactam em tecnologias cada vez mais surpreendentes, onde grande parte
delas possui a MQ como base de sustentacdo, como € o caso da Fisica Nuclear, da Teoria
Geral de Particulas e Campos, da Matéria Condensada, entre outras, que influenciaram no

desenvolvimento recente de dispositivos eletronicos, na Nanotecnologia e na drea da satde.

A disciplina de MQ passou entdo a ter lugar garantido nos cursos de graduacdo em Fisica
e lugar de destaque nas pés-graduagdes. As abordagens tipicas dos cursos tradicionais, no entanto,
costumam focar em aspectos histéricos, diferengas com as concepcdes classicas e apresentacao
de novos modelos e equacgdes, 0 que muito pouco se conecta com aspectos fenomenoldgicos e
que acabam se distanciando muito da realidade das principais aplicacdes da teoria. Talvez por
isso, uma busca intensa pelo desenvolvimento de novas estratégias diddticas vem acontecendo e
cada vez mais vemos esse tema sendo discutido nos congressos e revistas de ensino de Fisica.
Neles, a Fisica se mistura a computagao, a arte e até mesmo as histérias em quadrinhos, tudo
para que professores e alunos tenham instrumentos diversos que possam auxiliar o processo de

ensino-aprendizagem [11, 12, 13, 14].

Os apontamentos que levaram a elaboracdo desse trabalho surgiram no decorrer das
disciplinas de Fisica Moderna (FM) e MQ, do sexto e sétimo periodos, respectivamente, da
graduagdo em Licenciatura em Fisica do Instituto Federal do Tocantins, campus Palmas. Na
ocasido, foram utilizados os livros textos “Fisica Quéantica - Atomos, Moléculas, Sélidos, Ndcleos
e Particulas” de Eisberg e Resnick [15] e “Mecanica Quantica” de Griffiths [16], tradicionais
obras de cursos introdutérios. Notamos que varios segmentos de ambos os livros deixavam
lacunas que poderiam ser exploradas se utilizado o mecanismo correto. Nossa ideia aqui ndo é
focar em discussdes conceituais. Para isso, inclusive, recomendamos a leitura da proposta [17].
Discutimos nesse texto uma forma de utilizar um software para dar mais autonomia ao estudante,
para que assim ele possa interagir ativamente com os contetdos. O uso do GeoGebra representa
para nés uma espécie de laboratério portatil de MQ, onde simulagdes e graficos podem ser
desenvolvidos e trabalhados para verificarmos a teoria e, com isso, tornarmos mais dindmico o

entendimento de tudo o que aprendemos em sala de aula.

Estudar MQ requer um olhar diferenciado para a forma como a mesma foi construida
e desenvolvida ao longo dos anos. E necessario revisitarmos o passado constantemente para

que possamos juntar as pecas que compuseram essa parte da Fisica tdo complexa e a0 mesmo
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tempo tdo admirdvel. E fundamental que sigamos a cronologia dos fatos para que tenhamos
mais facilidade em conectar os acontecimentos e as contribui¢des que cada um acrescentou
naquele momento. Ou seja, precisamos acompanhar a evolugdo das ideias da Fisica. Mas,
como observadores do século XXI, devemos utilizar nossas ferramentas para interagir com as
descobertas durante essa evolugdo, tudo isso para que possamos extrair o maximo de informacdes
do contetdo. Assim como arquedlogos utilizam da tecnologia para estudar o comportamento dos

povos da antiguidade através da anédlise de objetos materiais de tempos remotos.

Quando estudamos, por exemplo, a previsdo de Rayleigh-Jeans para a densidade de
energia de uma cavidade de corpo negro e comparamos aos resultados experimentais, o que
chamamos de catdstrofe do ultravioleta, devido a grande discordancia dos resultados tedricos
e experimentais, temos o famoso grafico que sempre € apresentado. No entanto, desejamos
que a interagdo entre professor, estudante e simulacdo, permita que seja possivel obter esse
mesmo grafico juntos e, além disso, variar parametros e ver como ele se comporta, o que de fato
altera as curvas do grafico e onde a antiga previsao tedrica comeca a falhar. As equacdes serdo
apresentadas da mesma forma, podemos alterar apenas a metodologia, onde agora o estudante
ird programar o GeoGebra para que ele construa os graficos referentes ao fendmeno e possa
obter, inclusive, o resultado descoberto por Planck, considerado por muitos o ponto inicial da

abordagem quantica.

No efeito Compton, causado pelo espalhamento da luz por um elétron e a consequente
diferenca de energia entre o foton espalhado e o f6ton incidente, podemos simplesmente mostrar a
imagem da colisdo e deduzir a equacdao de Compton através das leis de conservacao do momento
e da energia, como tradicionalmente € feito. Queremos, no entanto, produzir a simulacao dessa
colisdo para que possamos estudar o comportamento do féton e do elétron apds o choque, alterar
a energia do féton incidente, variar o angulo do féton espalhado, mostrar que o aumento no
comprimento de onda independe do comprimento de onda inicial, entre outras caracteristicas do
fendmeno. Se, por um lado, ter um aparelho de raios-x para exemplificar isso foge da realidade
da maior parte das classes de graduagdo, trabalhar com a simulagdo que requer apenas um

computador e um programa, parece bem mais factivel a todos.

Temos ainda uma das situagdes conceituais mais desafiadoras do ensino de Mecanica
Quantica nos cursos introdutdrios, que € a interpretacao probabilistica de Born, onde associamos
a funcdo de onda de uma particula com a probabilidade de encontrarmos essa particula em uma
certa regido do espago. A passagem da interpretacdo deterministica Newtoniana para essa, nao
¢é simples, uma vez que estamos conectando um elemento abstrato da teoria, a funcdo de onda,
com um observdvel, a posi¢do. Nesse ponto, uma ferramenta como o Geogebra que permite
representar graficamente as regides do espago, explorar os locais de diferentes probabilidades,
e ainda colaborar com a resolucdo da equagdo de Schrodinger, pode ser um diferencial na
metodologia de ensino.

As possibilidades sdo intimeras e se estendem para muito além das paginas desse artigo.
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Na préxima secao, apresentamos, de maneira geral, o software GeoGebral.

1.2 O software GeoGebra

O GeoGebra € um software de codigo aberto de matematica bastante dinamico [18].
Ele foi inicialmente desenvolvido por Markus Hohenwarter como um projeto de dissertacao
[19]. Devido a imensa importincia que acabou se tornando para o meio académico, no que diz
respeito ao ensino e a pesquisa em Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matematica, foi traduzido
para mais de 70 idiomas e conta atualmente com uma comunidade contemplando milhares de
usudrios, dispersos em todo o planeta. E um software de imensa importincia e reconhecimento,

como demonstram suas inimeras premiagdes, que podem ser facilmente consultadas no seu site
[18].

O GeoGebra conta com indmeros recursos, que podem ser explorados de diversas
maneiras. Se trata de um software com diversos recursos matematicos que podem ser explorados
com um enfoque na Fisica e no ensino de Fisica [20, 21, 22, 23, 24]. Nele, retinem geometria e
algebra de uma maneira dindmica, permitindo a elaboracdo de simula¢des Fisicas de baixa e alta

complexidade, como as que serdo apresentadas nesse trabalho.
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2 Procedimento metodologico

Para a construcdo desse trabalho, primeiramente fez-se uma exploracdo extensiva do
software GeoGebra e de suas principais funcionalidades que poderiam ser utilizadas para a cons-
trucdo de simulagdes em um contexto de Fisica, especificamente em MQ. Posteriormente, foram
selecionados contetidos que tradicionalmente compdem a ementa de cursos introdutdrio das
disciplinas de FM e MQ. Para tanto, foram utilizados os livros textos “Fisica Quantica - Atomos,
Moléculas, Sélidos, Nucleos e Particulas” de Eisberg e Resnick [15], “Mecanica Quantica” de
Griffiths [16] “Curso de Fisica Basica 4” de H. Moysés Nussenzveig [8], para fundamentar os

conteudos e também para indicar possiveis simula¢des que poderiam ser construidas.

Logo em seguida, as simula¢des foram elaboradas seguindo uma ordem que é comumente
trilhada nessas disciplinas e que compde também a ordem sequencial em que as referéncias
citadas acima seguem. Portanto, se tratando especificamente da disciplina de FM, sdo elaboradas
duas simulagdes. Primeiramente, foi feita uma simulacao para a catéstrofe do ultravioleta, que
marca o inicio da quantizac¢do da energia na Fisica. Posteriormente, foi elaborada uma simulagao
para o efeito Compton, que tradicionalmente é abordado logo ap6s o efeito fotoelétrico, que por

sua vez, ¢ abordado logo apds a catdstrofe do ultravioleta.

Com relacdo a disciplina de MQ, sdo elaboradas trés simulacdes. A primeira foi do pogo
quadrado infinito, que, por se tratar de um dos potenciais mais simples para serem inseridos e
resolvidos analiticamente via equagdo de Schrodinger, ocupa lugar garantido no inicio dessa
disciplina. A segunda simulac¢ao elaborada € referente a solu¢do do dtomo de hidrogénio, que,
no geral, ¢ um dos ultimos contetddos a serem abordados em disciplinas introdutdrias de MQ.
Por ultimo, elaborou-se uma simulacio para a aproximacdo em segunda ordem via Série de
Taylor para um potencial arbitrario, que contém uma regidao que pode se tornar uma barreira de

potencial para uma particula, por exemplo.

Por fim, todas as simulacdes passaram por um processo de simplificacdo de seus coman-
dos, para permitir mais facilmente a sua reproducao em sala de aula, tanto pelos professores

quanto pelos alunos das disciplinas mencionadas.
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3 Resultados

3.1 GeoGebra

A interface gréfica inicial do GeoGebra pode ser visualizada na Figura 1, logo em seguida.
Ao longo desse trabalho, apresentaremos cinco simulagdes, em que quatro delas utilizam-se
da opcao de grafico, e uma delas, da janela 3D. Portanto, ao iniciar a construcdo da simulacao

deve-se selecionar a op¢do desejada no canto a direita.

Figura 1 — Interface grafica do software GeoGebra.

AL 004N = e Q
+ A : =

GeoGebra Cléssico

] N Grafico
@ Geometria
£ Janela3D

x= Janela CAS

o g s s a8 e H A e I 2 3 1 i Planilha de Calculos
-1 A\ Probabilidade
> 7 Modo Exame

¥ Download

Fonte: autores, 2022. Legenda: essa € a tela inicial do software GeoGebra ao ser iniciado.

Como pode ser visto na Figura acima, a barra superior do aplicativo apresenta diversas
funcionalidades. Ao colocar o mouse em alguma dessas op¢des, abre-se uma gama de novas
op¢des dentro de cada uma delas !, conforme pode ser visto na Figura 2, que foi obtida ao deixar

0 mouse na segunda opcao.

'Recomenda-se fortemente que o leitor explore cada uma dessas opgdes para adquirir maior familiaridade com
o software.
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Figura 2 — Opc¢des da barra superior do GeoGebra.

DR SoNSIPANEIR

+ .A Ponto K

[.’”‘ Ponto em Objeto

/ Vincular / Desvincular Ponto
>-( Intersecdo de Dois Objetos
. * Ponto Médio ou Centro

.2 Numero Complexo

A
‘; \/ Otimizacao

]
f\ 4 Raizes AP

Fonte: autores, 2022. Legenda: essa € a barra superior que aparece na tela inicial do software.
Por meio dela, pode-se utilizar de alguns recursos mais facilmente que por comandos.

Ao longo desse trabalho, a janela de dlgebra serd amplamente utilizada. Por meio dela,
inserem-se as fungdes de entrada no software. De modo muito simples, ela pode ser acionada
com um Unico clique na barra de entrada, conforme pode ser visualizado na Figura 3, logo

abaixo.

Figura 3 — Janela de algebra do GeoGebra.

AL DOO L N s

+ i A

Fonte: autores, 2022. Legenda: por meio dessa janela se inserem os comandos na linguagem que
0 GeoGebra interpreta.

Todas as funcdes que forem inseridas no aplicativo por meio dessa janela, devem ser
escritas de acordo com a linguagem de comandos que o GeoGebra compreende, que é uma

linguagem bem intuitiva. Por exemplo, para soma e subtracao utilizam-se as teclas + e -, enquanto
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que / é utilizada para divisdo e um espaco para multiplicacdo. Além disso, ele também reconhece

algumas constantes bem conhecidas, como 7, que o software reconhece ao escrever pi na janela

de algebra e o nimero de Euler, ao escrever a letra e.
Essas sdo as principais funcionalidades do software que foram utilizadas para a cons-

trucdo das simulagdes que apresentaremos nesse trabalho. Portanto, na subsecdo que se segue,

pode-se verificar os resultados obtidos e acompanhar a constru¢do de cada uma das simulacdes

realizadas.

3.1.1 Simulacdes

Catastrofe do ultravioleta

3.1.1.1
A primeira simulacdo, apresentada na Figura 4, refere-se a catdstrofe do ultravioleta.

Nela, € possivel fazer uma comparagdo entre as solugdes cldssicas e quanticas, e como elas
diferem entre si. As linhas continuas representam a solu¢@o quantica para temperaturas diferentes,
obtidas pela equagdo de Planck, e a solugdo cldssica, indicada pela curva tracejada, obtido pela

equacgdo de Rayleight-Jeans.
Figura 4 — Catastrofe do ultravioleta.

Rayleight-Jeans: o

Planck:

[
1
I
1
1
I
]
I
]
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
1
1

Fonte: autores, 2022. Legenda: as dreas sobre os graficos representam a energia total emitida.

Para a curva tracejada, a energia tende ao infinito.

Utilizamos a conven¢do ¢ = h = kg = 1, ou seja, utilizamos do Sistema Natural de

Unidades, em que c representa a velocidade da luz no vacuo, / a constante de Planck dividida por
2w, e kg a constante de Boltzmann. Podemos observar que a medida em que se altera o valor da
temperatura® por meio do controle deslizante, as curvas sofrem alteragdes no seu comportamento,

2Que est4 fora de escala, em comparacio com valores experimentais, devido & convencio adotada.
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mas mantendo a mesma estrutura, o que de fato nos interessa.
A equacao de Planck para o corpo negro é dada por [16]:

th
p(w) = G . (3.1

w23 (eksT — 1)

Em que p € a densidade de energia e w € a frequéncia dos fétons multiplicada por 27.
Portanto, considerando ¢ = h = kg = 1, essa equacdo sofre a seguinte adaptacio para ser

utilizada no software:
3

m2(et — 1)

Entretanto, para facilitar o manuseio da ferramenta, a fungao utilizada no software sera dada em

p(w) = (3.2)

termos de = e ndo de w, tornando necessdrio trocar w por x nessa expressio (e, portanto, p(w)

por f(x)). Logo, a construgéo da simulag¢ao devera levar em consideraco a seguinte fung@o:

fx) = Wg(ei 0 (3.3)
Por outro lado, a equagdo de Rayleight-Jeans é dada por [15]:
plv) = e, 6
onde, considerando w = 27v, temos:
plw) = % (3.5)

De modo andlogo ao que foi feito anteriormente, apenas trocando w por x para facilitar o
manuseio da ferramenta, temos a seguinte func¢ao:
22°T
g(z) = —. (3.6)

™

O passo-a-passo para a construcio geral da simulacio pode ser visualizado no Box 1 3,

logo abaixo.

3Vale ressaltar que, ao seguir os passos apresentados nesse Box, assim como em todos os outros desse trabalho,
nao constroem-se as simulagdes tal como elas estdo apresentadas nas figuras. Para isso, serd necessdrio alterar
algumas caracteristicas visuais nas configuragdes, como: a retirada da malha do fundo, alterar a coloragdo, espessura
e tipo de linha na funcio, além de outras caracteristicas particulares de cada simulacio.
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Box 1: construcdo da simulagdo 1.

1. Escreva, na janela de algebra, quatro controle deslizantes para as temperaturas 77, 75,

T3 e T,, e altere, nas configuragdes, para que variem de 0 a 15 com incremento 1.

2. Use o comando:

Se ( <Condicdo>, <Entédo> ),

<Condicgédo>: x>0

com: . 8
<Entao>: ————.
w2(eT1 —1)

3. Repita o passo 2, porém usando as temperaturas 75 e T5.

4. Use novamente o comando:

Se ( <Condicgéado>, <Entédo> ),

<Condicdo>: x>0

com: T,
e,

<Entao>:

5. Altere as posi¢des dos controles deslizantes para perceber o comportamento de cada

gréfico individualmente.

3.1.1.2 Efeito Compton

A segunda simulacao realizada foi do efeito Compton. Esse fendmeno foi descrito por
Arthur Compton ao observar o espalhamento de raios-x em alvos de grafita [8]. Nele, leva-se
em consideragdo o comportamento corpuscular da luz e trata o fendmeno como uma colisao,
entre os fotons de raios-x, que possuem energia e momento bem definidos, com os elétrons
do material, com uma energia de repouso também definida. Desse modo, Compton conseguiu
descrever o comportamento do féton espalhado (por meio do angulo de espalhamento) ao colidir
com o elétron, levando em consideragdo tanto a Relatividade Restrita, quanto a MQ, uma vez
que os fétons estdo a velocidade ¢ da luz e possuem uma energia hv. A equagdo que Comton

obteve para essa descri¢do, foi:

AN = Ao(1 — cos(8)). (3.7)

Nela, A\c = h/me.c, em que h é a constante de Planck, m. é a massa do elétron e ¢ é
a velocidade da luz no vdcuo. Numericamente, \o ~ 2,426 x 1072 m. Além disso, nessa
equacdo, 0 € o angulo de espalhamento do féton. Desse modo, a simulacdo realizada, que pode

ser visualizada na Figura 5, leva em consideragao esse angulo espalhamento.
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Figura 5 — Efeito Compton.

(a) Antes da colisdo.

Deslocamento Compton: A)\ — 0.000000000000275 Angulo de espalhamento do féton:
a=0.500
p, =240
Momentos lineares: P, = 180
e
y o =0.500 rad
................................... i 4
B =0.694 rad
~
~
~
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(b) Durante a colisdo.

Deslocamento Compton: A)\ = 0.000000000000275 Angulo de espalhamento do féton:

a=0.500
®

Py = 2.40

P, =180
—

Momentos lineares:

a =0.500 rad

£ =0.694 rad

(c) Ap6s a colisao.

Deslocamento Compton: A) = 0.000000000000275 Angulo de espalhamento do féton:

o =0.500
®
Py = 240
Momentos lineares: p, = 1.80 ,
o =0.500 rad
B =0.694rad
~
~
~
~
~
N e
.\

Fonte: autores, 2022. Legenda: as linhas azuis representam a trajetdria percorrida pelo féton,
enquanto a linha vermelha representa a trajetdria do elétron de recuo.
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Na simulagdo, € possivel ver todas as trajetérias envolvidas, tanto do féton antes e depois
da colisdo, quanto a trajetéria do elétron de recuo *. Com isso, a trajetéria em azul indica o
“caminho” percorrido pelo féton, enquanto a linha vermelha representa a trajetéria do elétron de
recuo, bem como os objetos sobre as curvas representam o féton e o elétron, seguindo o0 mesmo
padrdo de coloracdo. A simulagdo da Figura 5 € dindmica, permitindo a visualizacdo completa
da colisdo, pois o elétron s6 passa a se movimentar a partir do instante em que ele e o féton

colidem.

Ao tratar esse fendmeno como uma colisdo, o0 momento linear deve ser conservado.
Portanto, como o momento linear € uma grandeza vetorial, seus componentes se conservam

separadamente, de tal modo que, para o componente vertical da Figura 5, temos:
pysen(f) — pesen(f) = 0, (3.8)

Essa relacdo se dd em detrimento do momento linear vertical ser nulo antes da colisao,
uma vez que, antes da colis@o, o féton da Figura 5 se movimenta unicamente na dire¢ao horizontal.
Portanto, para que essa grandeza seja conservada, deve-se permanecer nula apds a colisdo. Na
equagdo 3.8, p, € 0 médulo do momento linear do f6ton, p. € 0 médulo do momento linear do
elétron de recuo, 6 é o angulo de espalhamento do féton e 5 é o angulo de espalhamento do
elétron de recuo. Logo, pela equacgdo 3.8, a relacdo entre os angulos de espalhamento do elétron

e do féton € dada por:

3 = arcsen (]ﬁ sen(9)> ) (3.9)

e

Para a elaboragdo da simulacdo, levou-se em consideracdo essa relag@o entre os angulos
de espalhamento. O passo-a-passo geral para a elaboragdo dessa simulag¢do pode ser visualizado
no Box 2. Ao seguir os passos do Box 2, fard a simulagdo de maneira geral, mas ndo criard
0s mesmos aspectos estéticos do que foi apresentado na Figura 5. Para isso, serd necessario
fazer algumas modificagdes nas configuragdes de cada objetivo inserido, como a alteracdo na

coloragdo das fungdes e no seu tipo de tracejamento.

Além disso, recomenda-se que se retirem alguns dos objetos auxiliares da janela de visu-
alizacdo, pois estes podem sobrecarregar o aspecto visual da simula¢do. Também € recomendével
que se altere, nas configuracdes do GeoGebra, o arredondamento para 3 algarismo significativos,
caso contrdrio, o software pode nao reconhecer o valor do deslocamento Compton, uma vez que

este € muito pequeno.

“E importante ressaltar que o conceito de trajetéria nio é bem definido na MQ, entretanto, a simulacio aqui
apresentada tem propdsitos didaticos e segue os mesmos padrdes das ilustracdes bem conhecidas da literatura no que
diz respeito ao efeito Compton, como a apresentada em [8], que serviu de base para a elaborac¢do dessa simulagdo.
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Box 2: construcdo da simulagdo 2.

a: [0, 3],
1. Insira os controles deslizantes a, p € p., com os seguintes intervalos®: ¢ p., : [0, 5],
Pe : [07 5]
2. Defina a como a razo p. /pe.
3. Adicione 3 vetores em coordenadas polares, por meio dos comandos: v = (2;a),

u = (2; —arcsen(asen(a))) e w = (2;0) °

4. Adicione dois angulos entre os vetores, por meio do comando Angulo ( <Vetor>, <Vetor> ),

com: Angulo (w, v) ¢, Angulo (u, w) .

5. Defina duas semirretas por meio do comando Semirreta( <Ponto Inicial>, <Vetor

Diretor> ),
. Semirreta ((0,0),v),
ou seja:
Semirreta ((0,0),u).
6. Defina uma fungdo h (x) = 0.

7. Adicione a trajetéria do féton por meio do comando Se ( <Condigdo>, <Ent&o>, <Sendo> ),
<Condigédo>: x>0,
com: { <Ent&o>: f(z)9,

<Sen&o>: h(x).

8. Adicione dois controles deslizantes, b e ¢, com b definido de 0 até 1, apenas no sentido crescente, e ¢ =
b + 0.04.

9. Acrescente dois pontos A e B, por meio do comando Ponto ( <Objeto>, <Pardmetro> ).0O
Ob jeto, para os dois pontos serd p, e 0 Paramet ro para o ponto A serd b, equanto c o serd para o ponto B.

10. Crie um vetor, por meio do comando Vetor ( <Ponto Inicial>, <Ponto Final> ),com

A como ponto inicial e B como ponto final. Esse vetor ilustrard o féton na simulacio.

11. Adicione um ponto, que representard o elétron de recuo por meio do comando Ponto ( <Objeto>,

<Parametro> ),

<Objeto>: Se(x > 0, g(x)),
com
<Parémetro>: c.

12. Calcule o deslocamento Compton por meio da equacdo A\ = 2.2426 - 107 12(1 — cos(a))® e
posteriormente arraste o comando da janela de dlgebra para a janela de visualizacio.

13. Acione o controle deslizante b para verificar o funcionamento da simulagao.

“Atencao: esses intervalos sdo definidos nas configura¢des dos controles deslizantes.

PNesse passo, é imprescindivel que se use ; ao invés de apenas , para separar as coordenadas. Desse
modo, o GeoGebra reconhecerd que se tratam de coordenadas polares, com o primeiro componente sendo
radial e o segundo componente o termo angular.

“Atencao: esse angulo é o mesmo angulo « definido pelo controle deslizante no passo 1.

4Essa é uma funcdo definida pela primeira semirreta do passo 5.

“Nesse comando, o A e o A podem ser escritos por meio do teclado virtual do GeoGebra.
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3.1.1.3 Poco quadrado infinito

A préxima simulacdo é do poco quadrado infinito. Nele, o potencial aplicado tem o
seguinte aspecto [16]:
0, se 0<z<a

V(z) = { . (3.10)

00, C€aso contrario.

Portanto, a simulacdo leva em consideragdo a solug¢do da equacao:
h d*y(z)

2m  dz?

+ V(x)y(z) = EY(z), (3.11)

ou seja, a equagdo de Schrodinger unidimensional e independente do tempo, levando em consi-
deracdo o potencial dado pela equacdo 3.10. Na equacdo 3.11, A € a constante de Planck dividida

por 27, m € a massa da particula e E € a energia. A solucdo, para esse potencial especifico, é

dada por [16]:
() = \/gsin (W> comn = {1,2,3,...}. (3.12)

a
Nessa solugdo, n € o nimero quantico principal e a € a largura do pogo. Considerando a
interpretacdo estatistica de Max Born, a fun¢do que indicara a densidade de probabilidade de
encontrar o elétron serd || = 1*1, ou seja:
2 nmwT
|9 (2)]* = = sen? <—) , comn ={1,2,3,...}. (3.13)
a a
Devido a caracteristica do potencial aplicado na particula, ela fica confinada ao interior
do poco. Portanto, a simulacdo construida indica exatamente as regides de pico no interior do
poco, sendo essas, as regides de maior probabilidade para encontrarmos a particula confinada. A
simulacao pode ser visualizada nas Figuras 6, 7 e 8. Nelas, pode-se verificar qual € o comporta-
mento da fung¢do ao alterar a largura a do pogo e o estado n da particula. Toda a constru¢do da

simulacdo pode ser consultada no Box 3.

Figura 6 — Densidade de probabilidade para o po¢co quadrado infinito com largura 3.
(a) Estadon = 1. (b) Estadon = 2.
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Fonte: autores, 2022. Legenda: as dreas sobre os graficos representam a probabilidade total de
encontrar o elétron, enquanto os picos representam as regides mais provaveis dele ser encontrado.
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Figura 7 — Densidade de probabilidade para o poco quadrado infinito com largura 4.
(a) Estado n = 2. (b) Estado n = 4.
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Fonte: autores, 2022. Legenda: as dreas sobre os graficos representam a probabilidade total de
encontrar o elétron, enquanto os picos representam as regioes mais provaveis dele ser encontrado.

Figura 8 — Densidade de probabilidade para o po¢o quadrado infinito com largura 6.

(a) Estadon = 1. (b) Estadon = 4.
() * ()

3

Fonte: autores, 2022. Legenda: as dreas sobre os graficos representam a probabilidade total de
encontrar o elétron, enquanto os picos representam as regides mais provaveis dele ser encontrado.

Box 3: construcdo da simulagdo 3.

1. Insira dois controles deslizantes a e n, que variem de 0 a 15 com incremento 1.

2. Insira as duas retas que delimitam as extremidades do pogo, escrevendo, na janela de
dlgebra: x = 0ex = a.

3. Use o comando: Se ( <Condicdo>, <Entdo>, <Sendo> ),

<Condicgdo>: 0<zx<a,

2 sen? (2£2)

a a

com: <Entao>:

<Sendo>: 0.

4. Acione os controles deslizantes a e n para verificar o comportamento da funcao.
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3.1.1.4 Atomo de hidrogénio

A préxima simulacdo apresentada €, em principio, bastante semelhante a anterior, mas,
leva em consideracao a solu¢do da equagdo de Schrodinger em trés dimensdes, ou seja, para o
atomo de hidrogénio. O potencial ao qual o 4tomo de hidrogénio estd, € o potencial Coulombiano,

logo, em coordenadas esféricas:
1 2
V(r) = ¢ (3.14)

Arey T

Portanto, a simulacdo leva em consideracdo a solu¢ao da equacao:

~ LG V(e = By, (3.15)
2m

ou seja, a equacdo de Schrodinger tridimensional e independente do tempo, levando em conside-
racdo o potencial dado pela equacdo 3.14. Na equacgdo 3.15, h € a constante de Planck dividida
por 27, m é a massa da particula, V2 € o laplaciano e E € a energia. A solugio é encontrada de
forma analitica, depois de algumas manipula¢des algébricas. Com isso, resolve-se por separacdo
de varidveis, separando a parte radial da parte angular e posteriormente reunindo as duas partes

na solucgdo geral, que € [16]:
Unim (7,6, ¢) = R (r)Y,™ (6, 9). (3.16)

Nessa solucdo, n, [ € m s@o os nimeros quanticos principal, azimutal e magnético,
respectivamente, enquanto R, (r) é a solucdo radial e Y;""(0, ¢) faz parte da solu¢do angular,
chamada de harmonicos esféricos. Aqui, escolhemos o estado 13o; para representarmos na

simulacdo, de forma que temos:
Va01(r, 0, 0) = R32(7‘)Ygl(9, ). (3.17)
Levando-se em consideracao o estado V3,1, temos a seguinte funcao de onda:

V301 = r?e 3 sen(f) cos(6)e™. (3.18)

1
_81a3\/a7r

Para simplificagdo, toma-se k = —1/81a3y/ar. Logo:

Y391 = —kr?e”3a sen(f) cos(0)e™. (3.19)

Por carregar um termo imagindrio, essa funcdo de onda por si s6 ndo tem significado
fisico, sendo necessario tomar o médulo dela ao quadrado para que represente a amplitude de
probabilidade de encontrar o elétron nesse estado, tal como fora realizado na simulagao anterior,
ou seja:

[1501 | = k2rte 5 sen?(0) cos(6). (3.20)
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Levando em consideragdo esse resultado, a simulagdo foi construida. Para simplificar
a simulagdo, tomamos k£ = 1. Isso ndo altera a geometria da superficie da densidade de proba-
bilidade, apenas a sua escala. A simulac¢do pode ser visualizada na Figura 9. Nela, as regides
em azul, mais afastadas da origem do sistema, possuem maior probabilidade de encontrar o
elétron, enquanto que as mais proximas possuem menor probabilidade. O passo-a-passo da sua

construgdo pode ser consultado no Box 4.

Figura 9 — Superficie de densidade de probabilidade para o 4tomo de hidrogénio no estado 3.

|

F4

2
9321

Fonte: autores, 2022. Legenda: as regides mais afastadas da origem representam os locais de
maior probabilidade para encontrar o elétron.

Box 4: construcdo da simulagio 4.

1. Abraa Janela de Visualizacdo 3D.
2. Escreva, na janela de dlgebra, dois controles deslizantes: p® e a.

3. Escreva o seguinte comando na linguagem do GeoGebra’:

2p

(p*e3a sen?(0) cos?(6); 6).

4. Utilize o comando de superficie de revolucio, e clique primeiramente na curva gerada no item

anterior e posteriormente no eixo x.

5. Altere os controles deslizantes e verifique as mudancas na dimensao do objeto criado.

“Nessa simulagdo, utiliza-se da letra grega p no lugar de r, pois assim, o software reconhece que se
tratam de coordenadas polares.

b Atencdio: para essa simulacio, deve-se utilizar as letras gregas 6 e p por meio do teclado virtual
do GeoGebra, além de ; no lugar de , para a separagdo das coordenadas, pois somente assim o software
reconhecerd o comando e o tratard como coordenadas polares.
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A simulag@o que pode ser construida seguindo os passos apresentados acima utiliza-se de
uma superficie de revolugdo, e isso foi necessdrio pois, ao tomar ||, um dos termos angulares
foi suprimido. Dessa mesma forma, outras simula¢des podem ser construidas utilizando-se das
solu¢des ndo normalizadas que estdo apresentadas na Tabela 1, logo abaixo. Assim como na
simulagdo da figura 9, para simplificacdo, as constantes k, da tabela, podem ser utilizadas com

valor 1, uma vez que estdo associadas unicamente com a escala da simulacao.

Tabela 1 — Algumas solucdes para o dtomo de hidrogénio.

[Ys10/* = (k310)?r*(1 — é)%_% cos?(0)

|ths11]* = (ks11)*r*(1 — é)%_% sen?(0)

[0320]% = (ksa0)?re 3¢ (3 cos?(0) — 1)2

[Y410* = (kar0)?r?(1 — =z + 8822)26_i cos?(0)
[ana[? = (Kann)?r*(1 = & + Bgig)Qe_i sen?(6)
[thago|® = (Kazo)?r*(1 — ﬁ)26_2’?(3 cos®(0) — 1)2
[haz | = (Kaz1)?r*(1 — £=)%e ™ 2a sen?(6) cos*(0)
[V420|* = (Kag2)?r*(1 — ﬁa)Qe_ﬁTz sen ()

|thaz2]? = (kusg2)?r®e 20 sen?(0) cos®(0)

[9433|% = (K433)?r%¢ 24 sen®(6)

Outras simulacdes para a superficie de densidade de probabilidade do 4tomo de hidro-
génio podem ser visualizadas nas Figuras 10, 11 e 12, logo abaixo. Nelas, foram utilizados os
estados 1319, V320 € Y400, respectivamente. Os passos para a construcao dessas simulacdes sio os

mesmos dos que foram apresentados no Box 4, e as fungdo podem ser consultadas na Tabela 1.

Figura 10 — Superficie de densidade de probabilidade para o 4tomo de hidrogénio no estado

¢310~
$;

y
Fonte: autores, 2022. Legenda: as regides mais afastadas da origem representam os locais de
maior probabilidade para encontrar o elétron.
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Figura 11 — Superficie de densidade de probabilidade para o 4tomo de hidrogénio no estado

¢320-

Fonte: autores, 2022. Legenda: as regides mais afastadas da origem representam os locais de
maior probabilidade para encontrar o elétron.

Figura 12 — Superficie de densidade de probabilidade para o 4tomo de hidrogénio no estado

1/}422-

Fonte: autores, 2022. Legenda: as regides mais afastadas da origem representam os locais de
maior probabilidade para encontrar o elétron.



Capitulo 3. Resultados 34

3.1.1.5 Aproximacao em série de Taylor

A ultima simulag¢do que apresentamos nesse trabalho, se trata de uma aproximagdo em
segunda ordem via série de Taylor para um potencial arbitrdrio em um ponto de minimo, que,
na MQ, pode ser responsdvel por criar uma determinada barreira de potencial. Assim como
na Mecanica Cléssica, na MQ existem potenciais oscilatério, como, por exemplo, o oscilador
harmonio, que € comum em ambas as dreas. Nessas situagdes, realizam-se aproximagdes em
séries de Taylor em torno de um ponto de equilibrio estavel. Desse modo, essa simula¢io busca
demonstrar como essa andlise pode ser feita por meio do software GeoGebra. O resultado da
simulagd@o pode ser visualizado na Figura 13. Nela, a curva vermelha representa o potencial V()

arbitrario, enquanto a linha tracejada representa a aproximacao da série de Taylor.

Figura 13 — Série de Taylor em segunda ordem para um potencial arbitrério.

V(=)

Fonte: autores, 2022. Legenda: a curva vermelha representa um potencial arbitrario, enquanto
a curva tracejada foi a fungdo obtida por meio da aproximagdo em segunda ordem via série de
Taylor no ponto de minimo local escolhido.

Para a construg¢ao dessa simulagdo, elaborou-se o gréfico da funcao desejada por meio
da janela de édlgebra do programa. Utilizou-se como func¢do potencial arbitraria, uma fungao
oscilante que contém uma regido que pode se tornar uma barreira de potencial. A fun¢do escolhida
foi:

1,2

3
r) = ——-—=cos(4z) + =. 3.21
(@) = - cos(dz) + 5 (321)

Posteriormente, analisamos alguns pontos especiais dela, por meio do recurso “pontos
especiais” presente na propria janela de dlgebra do software ao clicar na fungdo. Esse recurso
gera alguns pontos na propria funcdo que podem ser analisados individualmente. Desse modo,

foi escolhido o quarto ponto especial da fung@o a partir de x = 0, no sentido crescente do eixo z,
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para fazer a aproximacgdo em série de Taylor. Esse ponto foi escolhido por se tratar de um ponto

de minimo de equilibrio estavel.

O passo-a-passo da construcio da simulacdo pode ser visualizado no Box 5, que resume

tudo o que foi descrito anteriormente de maneira mais sucinta.

Box 5: construcdo da simulagdo 5.

1. Escreva, na janela de dlgebra, a fung¢ao:

2

3
cos(4x) + =.

fla) = y

x2 4+ 2

2. Ache os pontos especiais da funcao e escolha um deles.

3. Use o comando:

PolinémioDeTaylor ( <Funcdo> , <Centro> , <Ordem> ),
<Funcao>: f£f;

com: <Centro>: valor de x do ponto; e

<Ordem>: 2
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4 ConsideracoOes Finais

Esse estudo foi construido com base em discussoes ao longo das disciplinas correlatas
da Licenciatura em Fisica do IFTO, Campus Palmas. Os conteudos incluidos foram selecionados
pelo simples critério de mostrar o méximo de funcionalidades do soffware, mesmo que essas
sejam grandes demais para as poucas paginas apresentadas aqui. De fato, hd muito mais o que ser
explorado ainda. E isso pode ser feito tanto em MQ, quanto em diversas outras dreas da Fisica.

Seja com foco no ensino superior, seja para desenvolver material didatico para o ensino médio.

Ao finalizar esse trabalho, apds quase um ano debrugados sobre o software tentando obter
o maximo de ferramentas que poderiam ser utilizadas, ndo nos resta divida sobre o seu potencial
educacional. Com isso, somos levados a imaginar que essa ferramenta ndo apenas pode, como
deveria ser explorada em um contexto de ensino de Fisica. O GeoGebra se mostrou como uma
excelente ferramenta em uma drea considerada abstrata e complexa dessa Ciéncia. Sendo assim,
por que ndo utilizar nas demais areas, como, por exemplo, em mecanica, eletromagnetismo ou

Optica?

Faz-se oportuno destacar ainda que, TIC’s como a apresentada aqui, trazem os fendmenos
do mundo quéantico para mais proximos de nés. Utilizando nimeros, graficos, animacoes,
simulacdes e outras formas de visualizacao do conteido, conseguimos deixar o debate sobre o
assunto mais palpdvel e, com isso, colaboramos pedagogicamente com a formacdo de estudantes
e professores, desempenhando ainda o nosso papel no letramento cientifico, a fim de evitar a
utilizacdo de palavras e conceitos equivocados com intuito de efetuar praticas indevidas que

descontextualizam a MQ para obter beneficios usando pseudociéncias.

O uso de simulagdes que permitam ao estudante inserir equagdes matematicas e dados
numéricos, e ainda manipuld-los dentro do ambiente computacional, desenvolve caracteristicas
muito semelhantes as do ambito do laboratdrio, onde o aluno esta a testar diferentes métodos em
busca da realizacdo de um experimento. E claro que uma metodologia ndo substitui a outra, mas
ambas se complementam, além de tornar mais acessivel a realizacdo de experimentos que, na

dependéncia exclusiva de um laboratério, ndo seriam de facil acesso.

Ainda constatamos que, ao utilizar um software como o GeoGebra, o estudante adquire
muito mais autonomia nos seus estudos. Quando ele deixa de apenas reproduzir resultados ja
prontos e passa a produzir o seu proprio material, por meio da construcio de simulagdes, ele sai
de um ambiente passivo de aprendizagem para um ambiente mais ativo, enxergando o erro como
uma parte integrante da produgdo do conhecimento. Logo, apostamos no GeoGebra para uma

educagdo mais autdbnoma, que deveria ser mais explorada em contexto de ensino de Fisica.
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