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RESUMO

Adquirir um solido entendimento e uma boa habilidade no calculo de estruturas
isostaticas € necessario para que o engenheiro possa compreender com clareza o
comportamento dos elementos estruturais mais simples e frequentes tais como vigas,
porticos planos, treliceas planas, arcos, grelhas, cabos além de ser uma condicao
bésica para o entendimento de estruturas mais complexas quando as mesmas forem
submetidos a acdo de forcas solicitantes externas. A base de tal conhecimento é
oferecida para o aluno, durante o curso de engenharia civil, na disciplinade Estruturas
Isostaticas comumente chamada apenas de isostéatica e que trata do equilibrio estatico
das estruturas através da aplicacdo da Fisica e da Matematica. No estudo da disciplina
de Isostatica sao aplicados conceitos da Estatica e do Calculo Diferencial e Integral
para entender e descrever o comportamento de elementos estruturais quando
solicitados por forcas externas possibilitando determinar as reacdes de apoios, 0s
esforgos internos os quais surgem no interior de elementos estruturais em fungéo das
forcas externas aplicadas permitndo ainda tracar os chamados diagramas de esforcos
internos que sao as representacdes graficas da variacdo de tais esfor¢os ao longo de
um elemento estrutural. Atualmente o calculo de estruturas pode ser agilizado usando-
se programas computacionais, porém a utilizacdo de ferramentas tecnoldgicas ndo
isenta o aluno e futuro engenheiro da necessidade de adquirir aquele solido
conhecimento mencionado inicialmente, sobretudo para aqueles profissionais que
quiserem trabalhar na area do calculo e projeto de estruturas.

Palavras-chave: Estruturas Isostaticas. Estatica. Rea¢des de Apoios.



ABSTRACT

Acquiring a solid knowledge of the basic concepts of structural calculation is a
necessary condition for the engineer to understand the behavior of an isolated
structural element such as a beam, a column, a slab or a structure as a whole when
they are subjected to action of external requesting forces. The base of such knowledge
is offered to the student during the civil engineering course, in the discipline of Isostatic
Structures, commonly called isostatic, which deals with the study of statics applied to
structures. The calculation of structures is based on the application of concepts from
Statics and Differential and Integral Calculus to describe the behavior of structural
elements when requested by external loads and determine the support reactions and
internal forces that arise in the structural elements as a function of loads. applied.
Currently, the calculation of structures can be streamlined using computer programs,
but the use of technological tools does not exempt the student and future engineer
from the need to acquire that solid knowledge initially mentioned, notably those

involved in the calculation and design of structures.

Keywords: Calculation. Works. Foundations.
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Introducao

A necessidade de aprender os conceitos basicos sobre o funcionamento e
comportamento das estruturas e de adquirir habilidade com o célculo de elementos
estruturais basicos, tais como: vigas, porticos planos, trelicas planas, grelhas, arcos
e cabos surge, na engenharia civil, ainda durante a vida académica com as
disciplinas relacionadas ao calculo estrutural.

O Caderno de Isostéatica € um material didatico auxiliar baseado na literatura
e em notas de aula e que conservando os principios da Matematica e da Fisica
envolvidosaborda através de uma linguagem simples e direta, mais proxima daquela
utilizada em sala de aula, o calculo de reacdes de apoios e o tracado de diagramas
de esforgos internos.

No Caderno de Isostatica também € mostrada a aplicacdo do Célculo
Diferenciale Integral na deducgéo de formulas e no entendimento de varios conceitos
da Mecanica estudados na estatica aplicada as estruturas. Além disso, o Caderno
de Isostatica apresenta uma grande quantidade de exercicios resolvidos e
explicados sobre o célculode reacfes de apoios e tracado de diagramas de esforcos
internos principais assuntos estudados na disciplina de Estruturas Isostaticas

ministrada em um curso de engenharia civil.
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Problema de pesquisa

A dificuldade para encontrar livros de Estruturas Isostaticas que mostrem
atravésde uma linguagem simples e direta, mais proxima daquela utilizada em sala
de aula, a resolucdo detalhada de uma grande e diversificada quantidade de
exercicios explicitandoinclusive a aplicacdo do Célculo Diferencial e Integral na
deducdo de férmulas, no entendimento de conceitos da Estética, no calculo de

reacdes de apoios e no tracado e interpretacao dos diagramas de esforgos internos.
JUSTIFICATIVA

Disponibilizar um material didatico auxiliar que aborde através de uma
linguagem simples e direta, proxima daquela utilizada em sala de aula, os principais
assuntos estudados na disciplina de Estruturas Isostaticas, visto que, esse primeiro
contato com o célculo estrutural € um sério desafio para uma boa parte dos alunos
de um curso de engenharia civil exigindo um consideravel tempo para consultas
minuciosas de inumeros livros de Mecanica muitos dos quais trazem uma linguagem
de dificil entendimento e ndo atendem a necessidade especifica da disciplina de
Isostética. Assim esse material didatico auxiliar intitulado de Caderno de Isostéatica
pode verdadeiramente ser uma ferramenta de grande importancia para facilitar o
aprendizado da citada disciplina e ainda melhorar o desempenho geral do aluno,
uma vez que, possuir um bom conhecimento em Estruturas Isostaticas é
fundamental para uma boa desenvoltura também em outras disciplinas relacionadas
ao calculo estrutural e que serdo estudadas posteriormente ao longo do curso de
engenharia civil resultando em um aluno motivado pelo bom desempenho e
contribuido para a formacdo de um profissional realizado e competente capaz de

prestar bons servigos a sociedade.
Objetivos
Objetivo geral

Disponibilizar para alunos de Engenharia Civil, um material didatico auxiliar

baseado na literatura e em notas de aula reunindo e abordando através de uma
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linguagem simples e direta, mais proxima da que utilizamos em sala de aula, os
conceitoselementares da Estatica aplicados as estruturas, o calculo de reacdes de
apoios e o tragcado de diagramas de esforgos internos que sao 0s principais assuntos

estudados nadisciplina de Estruturas Isostéticas.
Objetivo Especifico

Disponibilizar para a biblioteca Jodo Paulo Il do IFTO-Palmas um material
didaticoauxiliar baseado na literatura e em notas de aula reunindo e abordando numa
linguagemsimples e direta, mais proxima daquela utilizada em sala de aula, o célculo
de reacbes de apoios e o tracado de diagramas de esfor¢cos internos, principais
assuntos estudadosna disciplina de Estruturas Isostaticas, e assim oferecer aos
alunos de engenharia civil da referida instituicdo mais uma alternativa para o estudo

inicial dos conceitos basicos edo céalculo de estruturas.
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CAPITULO |
1. Conceito e definicdes elementares
1.1 Estrutura

Na engenharia civil, consideramos estrutura como sendo um conjunto de um
ou mais elementos resistentes interligados entre si e ao meio externo formando uma
composicdo capaz de suportar cargas. Um prédio , por exemplo, é sustentado pela
sua estrutura a qual € geralmente formada por um conjunto de elementos estruturais
interligados, tais como: lajes, vigas, pilares, fundacdes etc.

A figura 1 abaixo mostra elementos estruturais interligados (pilares, vigas e
lajes) que em conjunto formam a estrutura de um edficio em concreto armado e a

figura 2 mostra a estrutura metalica de outro edificio

Figura 1- Estrutura em concreto armado de um
edificio ) Figura 2- Estrutura matalica de um edificio

=3

. —

Fonte: internet(fepex.com. br). ' Fonte:internet (Amplaestrutura.com .br)

As figuras 3 e 4 a seguir mostram respectivamente a estrutura em madeira de
um edificio e a estrutura em elementos pre fabricados de concreto armado utilizados

para construir uma ponte.
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Figura 3 — Estrutura em madeira de um edificio

Fonte:internet(hometeca.com.br Fonte: digitalconcreteshow

1.2 Elementos estruturais

As pecas individuais que isoladamente ou em conjunto compdem uma
estrutura, por exemplo, vigas, lejes, pilares sdo chamadas de elementos estruturais
e devem ser dotados de resisténcia e rigidez suficientes para suportar as cargas
previstas sem sofrerem rupturas ou deformacdes excessivas. Considera-se como
excessiva uma deformacao suficientemente grande capaz de afetar a estética, o
desempenho ou a integridade ( seguranca) de um elemento estrutural. Os conceitos
de resisténcia e rigidez sdo muito importantes e devem ser bem compreendidos.

* Resisténcia: capacidade de um elemento estrutural para suportar uma certa
carga sem sofrer ruptura.

* Rigidez: capacidade de um elemento para suportar uma certa carga sem
sofrer deformacfes excessivas.
1.3 Classificagcao dos elementos estruturais quanto a geometria

Quanto a geometria,(Cascéo, Maria 2009), classifica os elementos estruturais
em: uni, bi e tridimensionais, enquanto (Junior, Eloy 1999) o0s classifica
respectivamente como estruturas lineares, estruturas de superficie e estruturas de
volume. As definicbes de elementos estruturais a seguir foram adaptadas dos
referidos autores.
1.4 Elementos estruturais unidimencionais ou lineares

Elementos unidimensionais ou lineares sao agueles em que o comprimento é
muito maior que as outras duas dimensdes, largura e profundidade, ou seja, sao

elementos tipo barra (vigas, pilares)
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As figuras 5 e 6 abaixo mostram exemplos de elementos estruturais lineares.

Figura 5 - Viga (elemento I_:ur 6 — vigas e pilares (elementos

Fonte:(solvebrasilconcreto.com.br) Fonte: lages.com.br

Pecas estruturais formados pela unido de duas ou mais barras sdo chamadas
de estruturas reticuladas. A trelica de madeira da figura 7 e a grelha de vigas de
concreto da laje nervurada da figura 8 abaixo sédo exemplos de estruturas reticuladas.

Figura 8 - Grelhas (elemento estrutural
Figura7-Trelicaplana(estrutura reticulada reticulado bidimensional)

Fonte:internet(mapadaobra.com.br)

15 Elementos estruturais bidimencionais ou de superficie

Aqueles em que duas de suas dimensdes,comprimento e largura, sdo muito
maiores que a terceira, espessura

As figuras 9 e 10 a seguir mostram exemplos de elementos estruturais

bidimensionais. Figura 10 - Casca
Figura 9 - laje

Fonte: internet(docomomao.gov.br)

Fonte: internet(andaimesmodular.com.br)



1.6 Elementos estruturais tridimensionais ou de volume

S&o aqueles em que as trés dimensfes possuem a mesma ordem de
grandeza, ou seja, S&0 comparaveis.
As figuras 11 e 12 abaixo mostram exemplos de elementos estruturais

tridimensionais ou de volume.

Figura 11- Grandes blocos de Figura 12: Barragem

e P
L -

5 —— =

Fonte: internet(geoscan.com.br)

Fonte: internet(geoscan.com.br)

Segundo (Junior, Eloy 1999) forca é a acao de um ou mais corpos sobre outro,
ou seja, as forcas resultam de interacdes entre 0s corpos e podem causar
deformacgédo e ou aceleragdo. As forcas sdo grandezas vetorias sendo, portanto,
representadas por vetores. Assim para uma forca ficar perfeitamente caracterizada
€ necessario definir:

a) médulo— (tamanho do vetor numa certa escala)

b) direcdo— (angulo entre o vetor forga e uma diregao de referéncia)
c) sentido— indicado pela ponta da seta

d) ponto de aplicacdo— Ponto onde uma forga esta aplicada

Figura 13- Representacéo de intensidade, sentido e direcdo de uma

Sentido —
\\\. /
L

L

Fonte:internet(eletrica.ufpr.br
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A unidade de forca no sistema internacional (S.I) é o newton (N), porém
frequentemente iremos trabalhar com um mdltiplo do newton, o quilonewton
(KN).Quanto ao modo de atuacao as forgas séo classificadas em : for¢cas de contato
e forcas de acgao a distancia.
1°) forcas de contato: Sdo aquelas que aparecem nos pontos de contato entre os
corpos. Geralmente sdo aquelas chamadas de forca normal e forca de atrito
a) forcas normais: sao forgcas ou componentes que atuam perpendicularmente as
superficies de contato pruduzindo tragdo ou compressao.

b) forca de atrito: forca que surge quado uma superficie tende a deslizar sobre
outra. A forca de atrito se opde ao deslizamento relativo entre as superficies de

contato e atua paralelamente a elas.

Figura 14- forcas e componentes atuantes sobre o bloco

w.oraa

Fonte: internet(Querobolsa.com.br)

Considerando um sistema de eixos cartesiano, temos:

T— forca aplicada no bloco na direcdo 8 em relacdo ao eixo x (horizontal)

Tx— componente da forca T na direcdo x e normal a face vertical direita do bloco)
Ty— componente da forca T na direcdo y e paralela (tangente) a face vertical direita
do bloco)

N— for¢a normal propriamente dita exercida pela superficie de apoio

P— forga peso do bloco ( a for¢ga peso € sempre vertical e para baixo)

Fai— forca de atrito entre a superficie do bloco e a base de apoio

1.7 Linha de acdo de uma forga F

Linha de ac&o de uma forca F aplicada em um ponto P é a linha infinita nos

dois sentidos e que contem o vetor Fo qual representa a forca analisada. Um fato

importante a ser lembrado e que uma forga é um vetor deslizante, ou seja, ela pode
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ser aplicada em qualquer ponto ao longo de sua linha de acdo e mesmo assim
produzira os mesmos efeitos externos tais como: deslocamentos, deformacdes,

momentos, reacoes.

Figura 15- Vetores forca F, T e Q

linhas de aclio \?_> y
ﬂ/ |
F

F I /!
aaaaaaaa ﬂ.;__a._i___d_a.ah nnwnnnnn#wn-r-n;{wn-nnw‘
#
linha de agio :
?
£
Figura 1 - Tlustragio dos vetores forgn F, T e Q e suas respectivas linhas de agio. F e T colineares, e os pares T e Q, F e Q sio

concorrentes,

Fonte: internet

1.8 Equilibrio de um corpo

O equilibrio de um corpo é uma condicdo caracterizada pela constancia da
velocidade, ou seja, um corpo estad em equilibrio quando sua velocidade permanence
constante no tempo. A condi¢cdo para que um cOrpo entre ou permane¢a em
equilibrio € que a soma das forgas que atuam sobre ele seja nula. Matematicamente,
temos:

YiFi=F{+F;,+F;.. +F,=0 eq.01

Onde:

F{,F,, F3 .. F, sdo as forgas atuantes no corpo em estudo

Adaptado de Sampaio e Calcada (Fisica 1) 2005

1.9 Tipos de equilibrios

Segundo Sampaio e Calcada (2005) o equilibrio de um corpo pode ser estatico
e dindmico.
A) Equilibrio dinamico

Quando o corpo se desloca com velocidade constante caracterizando um
movimento retilineo uniforme (MRU)

B) Equilibrio estéatico
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Quando o corpo esta em repouso. Na engenharia civil, estamos interessados
no equilibrio do tipo estatico, visto que, garantir o repouso das estruturas frente as
acOes que atuardo ou poderdo atuar sobre elas, geralmente é um dos objetivos dos
engenheiros e um dos grandes desafios da engenharia.

1.10 Forcas ou acdes solicitantes sobre uma estrutura

Forcas solicitantes sobre uma estrutura sdo as forcas que outros corpos
exercem sobre ela.

1.11 Classificagao das forgas solicitantes

A classificacao das acdes solicitantes a seguir foi adaptada de (Cascao, Maria
2009 e Junior, Eloy 1999) e apesar de simplificada ser& suficiente para o nosso
estudo.

1.11.1 Quanto a natureza

Quanto a natureza as forcas solicitantes séo classificadas em forcas externas
e forcas internas
1.11.2 Forcgas externas

Forcas externas séo forgas que outros corpos exercem sobre a estrutura e
podem ser ativas e reativas
1.11.3 Forcas externas ativas

Séo forcas ou momentos (tendéncia de giro) aplicados sobre uma estrutura
por outros corpos ou agentes e que tendem a tird-la de seu equilibrio estatico
podendo provocar translacdo ou rotacdo. Na pratica, sdo as cargas externas
atuantes sobre a estrutura (carregamento).

O peso da parede sobre a viga mostrada na figura abaixo é um exemplo de

forca externa ativa solicitante sobre um elemento estrutural, a viga

Figura 16- Peso de uma parede sobre uma viga (forca externa ativa)

Fonte: internet(br.pinterest.com)
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1.11.4 Forcas externas reativas

Sao forcas ou momentos que aparecem nos vinculos e em pontos de restricdo
de movimento ou rotacao quando forcas externas ativas solicitantes agem sobre uma
estrutura tendendo a tira-la do equilibrio. Um exemplo tipico de forcas externas

reativas sao as chamadas reacdes de apoios.

Figura 17 -V, e Vg . Forgas externas reativas (reacoes de apoios)

ImvB

Fonte: Adaptado da internet(br.pinterest.com)

As forcas V, e V; sé@o as reacdes dos apoios A e B e o calculo dessas reacfes
€ um dos objetivos dessa apostila
1.11.5 Forgas Internas

Séo forcas que uma parte da estrutura exerce sobre outra parte da propria
estrutura
1.11.6 Forgas Internas Reativas

Séo forcas de reacdo que uma parte da estrutura exerce sobre a outra parte.
Essa reacdes surgem em vinculos internos tais como pinos e dentes Geber

genericamente chamados de rétulas

Figura 18- Pinos Figura 19 -Dentes Geber

e

Fonte:internet(miscelaniadoconhecimento Fonte:internet(miscelaniado
.com) conhecimento.com)
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1.11.7 Classificacao das forcas solicitantes quanto a forma de aplicacao

Quanto a forma de aplicacéo as forcas solicitantes classificam-se em forcas
concentradas e forcas distribuidas.
1.11.8 Forgas Concentradas

Forca ou carga concentrada € uma simplificacdo de calculo que adotamos
guando a dimenséo, por exemplo o comprimento, de aplicacdo da forca é muito
pequeno comparado ao comprimento da estrutura.

A forca (carga) aplicada pela viga transversal sobre a viga mostrada em
primeiro plano na figura abaixo pode ser considerada como concentrada, uma vez
gue, seu comprimento de aplicacdo € muito menor que o comprimento da viga de

apoio em que esta atuando.

Figura 20- Exemplo de forga concentrada exercida sobre
uma viga

Fonte: internet(bimestrutural.com.br)

O modelo estrutural para a viga vista em primeiro plano na figura 20 é

mostrado abaixo.

Figura 21- modelo estrutural para uma for¢a concentrada aplicada em uma viga

Fonte: internet(estruturas.ufpr.br)
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1.11.9 Forcas Distribuidas

Considera-se uma forca (carga) como distribuida quando ela se estende ao
longo de um comprimento, de uma area ou de um volume relativamente grandes
gquando comparados as dimensdes da estrutura, tal que, ndo possa mais ser
considerada como uma carga concentrada. O peso da parede sobre a viga mostrada
abaixo € um exemplo de uma forca distribuida ao longo de um comprimento.

Figura 21- peso de uma parede sobre uma viga (exemplo de for¢a distribuida)

Fonte: inter-net(br.pinterest.com)

O modelo estrutural para representar o peso q da parede, vista na figura

acima, distribuido ao longo do comprimento L da viga AB.

Figura 22- modelo estrutural para uma forca distribuida sobre
uma viaa

NN

Fonte: internet(gconcursos.com)
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CAPITULO I

2. MOMENTO DE UMA FORCA

2.1 Conceito de momento de uma forca

De modo pratico podemos entender o momento de uma forga como sendo a
tendéncia da forga para fazer um corpo girar em torno de um ponto (polo) ou eixo de
referéncia.

O momento € uma grandeza vetorial, portanto para ficar perfeitamente
caracterizado necessita de:

a) direcao

b) sentido

c) médulo

d) ponto de aplicagéo

Graficamente representarmos um momento em torno de um eixo por uma seta

curva. >

2.2 Valor (M) do momento de uma forga

O valor M do momento de uma forca F em relacdo a um ponto ou eixo de
referéncia € definido como sendo o produto do médulo da for¢ca pela distancia d

perpendicular entre a linha de acdo da forca e o ponto ou eixo de referéncia. Na
figura abaixo (M,) é 0 momento da forca F em relacdo ao ponto O e d é a distancia

perpendicular entre o ponto O e a linha de acao da forca F.

Figura 23- Momento aplicado por uma forca
L0

Fonte: internet(infoescola.com)

Matematicamente o valor do momento da forca F em relagéo ao ponto O é:
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M = Fxd eq.02
onde:
F - é omodulo da forca F
d (braco de alavanca) — é o comprimento da linha com origem no ponto ou eixo
de referéncia e que intercepta a linha de agdo da forga formando um angulo de 90°

Em nosso estudo vamos adotar como positivo o giro (momento) no sentido
anti-horérib e negativo no sentido horario. >

Analisando a equacgédo 01 concluimos imediatamente que:

a) o valor do momento de uma forca depende do mdédulo da forca e da
distancia até o ponto ou eixo de referéncia.

b) quando a linha de acdo da forca passa pelo ponto de giro temos (d = 0),

logo o momento dessa for¢ca em relacdo ao ponto é nulo.

Exemplo 1: Calcule o momento da forca F em relacdo ao centro O do
parafuso.
Dados: F=100N e d=0,2m

Figura 24- Exemplo 1

oo d o
Fonte: brainly.com.br

RESP:
MO>= 100 * 0,2 = 20 N.m (O momento resultou positivo indicando que a forgca

tende a girar o parafuso no sentido antihorario adotado como positivo no calculo)

2.3 Valor do momento resultante de um sistema de duas ou mais
forcas

Para duas ou mais forgas o valor do momento resultante (M) produzido, em
relacdo a um ponto ou eixo de referéncia, é dado pela soma algébrica dos momentos
das forcas. Matematicamente, temos:
M =F{xdy{+Fy*dy+F3*d;...+F,*d, eq.03
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onde:
e F1,F2,F3...Fn— sao os valores das forgas
e dl,d2,d3,...d — sdo as respectivas distancias perpendiculares
entre a linha de acdo de cada forga e o ponto ou eixo de referéncia.
Exemplo 2: Determine o momento resultante M, produzido pelas forcas em

relacéo ao ponto A
Figura 25: Exemplo 2

F, = 20N Fq = 24N

Fy = 18N F, = 30N
Fonte: vocepergunta.com

RESP:
My=20+2—-18+5+24+8—30+10 = —158 N.m (o sinal negativo indica que a

a barra tende a ser girada no sentido horario adotado como negativo no calculo)
2.4 Principio dos momentos ou de varignon

O pricipio de Varignon nos diz que: o momento da forca resultante em
relacdo a um ponto ou eixo de referéncia € igual a soma dos momentos das
componentes, ou seja, podemos calcular o momento de uma forca F como a soma

dos momentos de suas componentes.
2.5 CALCULANDO MOMENTOS

Para fixar melhor o conceito de momento vamos resolver e analisar alguns
exemplos.
1°) Calcule e represente 0 momento resultante Ma no apoio A da barra mostrada a

sequir.
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Figura 26 -Exemplo 1
S kN

‘.4 i

L im N [ m J

Fonte: internet(engenheiraco.com.br)

RESP:

a) Aplicando a equagéo 03 (item 2.1.2), temos:

Ma)=F *d;+F,*d,=-5%*3+4+3%x0=—-15KN.m (d, = 0,pois alinha

de acdo da forca 3KN passa pelo ponto de referéncia e o fato do momento ser
negativo indica giro no sentido horario)

b) Representando o momento resultante Ma no apoio A da estrutura

Figura 27 - Figura de exemplo

5 kN
A l | 3 kN
» im |_ Il m ‘_|
3m 1m

Fonte: internet(engenheiraco.com.br)

2°) calcule e represente 0 momento resultante Mo aplicado pelas for¢cas em relagéo
ao apoio O.

Figura 28- Exemplo 2 F = 300 N

04 m =

Fonte: internet(ftp.demec.ufpr.br)

RESP:
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a) Nesse caso, 0 modo mais simples é obter as componentes da forca F na
direcdo paralela e perpendicular ao eixo da barra diretamente ligada ao ponto O, a
distancia d perpendicular entre o ponto de giro (ponto O) e a linha de acédo de cada
componente e em seguida aplicar o principio de Varignon somando 0os momentos

das componentes para obter o momento resultante aplicado pela forca F.
Figura 29- Exemplo 2

F = 300N

F*sen30° /
Linha de agdo da componente x \ 8 = 30° X
L S —

] F*cos30°
0,3*sen45°
Voo B = 45°
N
0,3*cos45°
Linha de agdo da
0!4m i componente y

Fonte: autor

Mo ) = F.sen30° * dx — F,.cos30° * dy

MoD =300sen30° * (0,4 + 0,3 cos45°) —300co0s30° * (0,3 sen45°)

Mo) =150 * (0,4 + 0,21) — 259,8 * 0,21 = 36,94 N.m (o sinal positivo indica que
0 momento resultante produzido pela forca F tem sentido anti-horario o gual foi adotado como positivo
no calculo)

b) representando o momento resultante Mo no ponto O da estrutura
Fig. 30: Exemplo 2

04 m

Fonte: internet(ftp.demec.ufpr.br)
3°) calcule e represente o momento resultante Ma em relag&o ao apoio A da estrutura

abaixo.
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Figura 31: Exemplo 3

_‘-

= 875 mm =t

I = 800 N
Fonte: internet(respondeai.com.br)
RESP:

a) Aqui resolvemos como o exemplo anterior obtendo a componente da forgca
F na direcdo perpendicular e na direcédo paralela ao eixo da barra e em seguida
calculando a soma dos momentos das componentes para obter o momento

resultante aplicado pela forca F.

Figura 32: Exemplo 3

N P Linha de acdo da componente x
-

F = 800N /‘l

0= 30°

Fonte: autor

* Observe que alinha de acdo da componente Fy passa pelo ponto de giro
(apoio), logod, =0

MAD: — F.cos30° x 0.875 + F.sin30°* 0 = — 800co0s30° x 0.875 +
800sin30°*x0 = — 606,22 N.m (o sinal negativo indica que o momento resultante aplicado

pela forca F tende a girar a barra no sentido horario adotado como negativo no calculo)
b) Representando o0 momento resultante Mano apoio A

Figura 33: Exemplo 3

I= 875 mm -

STy g e G e ]

n
F=800N

Fonte:
internet(respondeai.com.br)
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CAPITULO Il

3. Possibilidades de movimento e vinculagao das estruturas

3.1 Graus de liberdade

Segundo (Cascéao, Maria 2009) podemos entender graus de liberdade de uma
estrutura como possibilidades de movimento seja translacéo seja rotacao.

As definicbes seguintes, sobre graus de liberdade foram adaptadas do livro

da referida autora.

3.2 Graus de liberdade no espaco

No espaco existem seis graus de liberdade: uma translacdo e um momento
em X, uma translagdo e um momento em y e uma translacdo e um momento em z.

Figura 34: Graus de liberdade

N~ -
Translacao My
emY
Mx
e X
T .
Translacao Translacdo
emZ em X

Mz

e

Fonte: Adaptado de: Cascao, Maria (2009)
3.3 Graus de liberdade no plano

No plano sdo trés os graus de liberdade: translacdo na direcdo X,

translagéo na dire¢do y e um momento (giro) em torno do eixo z.

Figura 35: Grau de liberdade no plano
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Fonte: Adaptado de: Cascédo, Maria (2009)
Portanto, no plano, sdo possiveis trés movimentos: duas translacbes e uma

rotacao.

3.4 Tipos de vinculos de estruturas

No item (1.1) vimos que as estruturas sao formadas por um conjunto de
elementos interligados entre si e externamente ao meio. Segundo (Janior, Eloy
1999), essas ligacbes genericamente chamadas de vinculos, podem ser
classificadas como: rétulas internas (articulagdes) e apoios externos (apoios)
3.5 Rotulas internas ou articulacdes

Séo ligacdes internas entre elementos estruturais, tais como, barras,
chapas, vigas que permitem a rotacao relativa entre eles funcionando como rotulas.

O pino e o dente Geber mostrados nas figuras abaixo sdo exemplos de rétulas internas.

Figura 37: Dente Geber

- s
" =l

Figura 36: Pino

'.-b B l\-ﬂ-

Pino interno =

ﬂ

Fonte:internet(miscelaniadoconhecimento.com)

Fonte:internet(miscelaniadoconhecimento.com)

Como as rétulas ndo impedem a rotacdo entre as partes a reacdo momento

em uma rétula € sempre nula, logo podemos escrever:
ZMRét =0 eq.04
3.6 Apoios externos (apoios)

S&o os vinculos que conectam a estrutura ao meio externo. Esse meio externo

pode ser o solo, uma rocha, outro elemento estrutural etc
(Adaptado de: Almeida, Maria 2009 e Junior, Eloy 1999).
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3.7 Tipos de apoios no plano e suas representacdes

Segundo (Cascéo, Maria 2009) em funcdo do numero de deslocamentos,
translacédo ou rotacdo que impedem o0s apoios das estruturas séo classificados em
apoio simples ou de primeiro género, apoio articulado ou de segundo género e

engaste ou apoio de terceiro género.
A) Apoio simples, movel ou de primeiro género

Impede apenas o deslocamento (translagdo) em uma das direcGes
permitindo a translacdo na outra direcdo e também a rotacdo da estrutura. Nesse

tipo de apoio a Unica reacao € uma forca na direcdo em que o movimento € impedido.

Figura 38: Apoio Simples

Fow,

o
I
Apoia de 1° génera

Fonte: internet(didaticaeditorial.com.br)

Apoios de 1° género sdo utilizados, por exemplo, em pontes e estruturas
metalicas para permitir pequenas movimentacdes, por dilatacdo térmica, evitando
assim o surgimento de forcas adicionais de tragcdo ou compressao nos componentes
da estrutura.

As figuras abaixo mostram uma ponte metalica e um de seus apoios de 1°

género.

Figura 39: ponte metalica Figura 40: apoio simples em ponte
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Na figura 41 a seguir vemos mais um exemplo da utilizacdo de apoio de 1°

género em pontes.

Figura 41: Apoio de 1° género em ponte

Fonte: fazerporsalvaterra.wordpress.com

B) Apoio de segundo género ou rotulado
Impede o deslocamento em duas dire¢cdes (X e Y), mas permite a rotagao
da estrutura em torno do eixo Z, perpendicular a folha do papel. Nesse tipo de apoio
surgem duas forcas como reac¢des sendo uma na direcdo X e outra na direcéo Y.

Figura 42: Apoio do 2° género

_H,._E‘
}o

Apoio de 2% género
Fonte: internet(docplayer.com.br)

As figuras abaixo mostram alguns exemplos de apoios do 2° género em

estruturas metalicas

Figura 43: Apoio do 2° género Figura 44: Apoio do 2°

Fonte: internet(docplayer.com.br) Fonte: internet(pt.slideshare.net)
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As figuras abaixo mostram exemplo de apoios do 2° género em estruturas de

concreto.

Figura 45: Apoio do 2° género AFigura 46: Apoio do 2°

|

Fonte: internet (Pinterest.com)

Fonte: internet(docplayer.com.br)

C) Apoio de terceiro género ou engaste
Impede o deslocamento nas duas direcdes (X e Y) e também a rotacdo
da estrutura em torno do eixo Z (eixo saindo do papel). Nesse tipo de apoio surgem
trés reacdes sendo: uma forca na direcdo X, uma forca na direcdo Y e um momento

em torno do eixo Z.

Figura 47: Apoio de 3 ° género

ph L Z P
a o
b
Apoio de 3° género
Fonte: internet(didaticaeditorial.com.br)

46



As figuras abaixo sdo exemplos de apoios de 3° género.

Figura 48: Engaste ou apoio de 3° género

Figura 49: Engaste ou apoio de 3°

Fonte: internet(docplayer.com.br)

Fonte:
internet(guiadaengenharia.com)

A figura abaixo mostra a representacdo dos principais tipos de apoios e de

suas respectivas reagoes.

Figura 50: Reac®8es de apoio
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bt h

zv\

Fonte: internet(didaticaeditorial.com.br)
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CAPITULO IV

4. SISTEMAS DE FORCAS COPLANARES E PARALELAS

4.1 Definicao de sistema de forcas coplanares e paralelas
Um sistema de forgas coplanares e paralelas é um conjunto de duas ou mais

forcas atuando num mesmo plano e paralelas entre si.

4.2 Forcga resultante (F—R)) de um sistema de forcas coplanares e
paralelas.

A forca resultante (ﬁ) de um sistema de forcas coplanares e paralelas, seja
ele discreto ou continuo, é a for¢ca Unica capaz de produzir os mesmos efeitos
externos, por exemplo, reagdes de apoios, translacdes e rotacdes, produzidos pelo
sistema de forcas original.

4.3 Sistema equivalente de um sistema de forcas

E o sistema obtido quando substituimos um sistema de forcas pela sua forca

resultante (T,{). Diz-se que esse sistema € equivalente porque a forca resultante
Unica aplicada em um ponto X gera 0s mesmos efeitos externos, tais como, mesmas
translacbes, rotacbes e mesmas reacdes de apoios produzidas pelo sistema de
forcas original.

4.4 Classificacdao dos sistemas de forgcas quanto ao numero (n)
de forcas que os compdem.

Quanto ao numero de forcas que os compdes os sistemas de forcas
classificam-se em sistemas discretos e sistemas continuos

4.5 Sistemas discretos de forcas coplanares e paralelas.

Sao sistemas formados por um namero (n) finito de forcas coplanares e
paralelas, tal que, podemos conta-las ou enumera-las.

A figura abaixo representa um sistema discreto de forcas coplanares e

paralelas formado por trés for¢as atuando sobre uma viga.

Figura 51: Sistema discreto

L
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Fonte:tecconcurso.com.br

4.6 Valor (Fg) da forga resultante de um sistema discreto de

forcas coplanares e paralelas

Para um sistema discreto de for¢cas coplanares e paralelas o valor (Fg) da
forca resultante € obtido pela soma algébrica das for¢as que formam o sistema, logo:

Fr=Y"1(Fi)=F{+Fy+F;3........+F, eq.05

Onde:

Fr— é o valor da forga resultante do sistema dado

F, F,, F;, E, —
sdo os valores das respectivas forgas que compdem o sistema

Adaptado de: (Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2009)

Para empregarmos a equacao 04 devemos adotar as forcas em um dos
sentidos como positivas e as forgas no sentido oposto como negativas.

Exemplo 1: determine o valor da forca resultante para o sistema discreto de

forcas coplanares e paralelas sobre a barra representada abaixo.

Figura 52: Exemplo 1
F, = 20N Fy=24N

Fonte: vocepergunta.com
RESP

Empregando a eq. 05 e adotando como positivo o sentido para cima, temos:
Fr=20—-18+24—-30=—4KN
(o fato da resultante ser negativa indica que ela tem sentido para baixo

contrario ao sentido para cima adotado como positivo no calculo).
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4.7 Coordenada (x) do ponto de aplicacao da forca resultante de

um sistema discreto de forcas coplanares e paralelas

Observe o sistema discreto de forgcas coplanares e paralelas sobre a barra
abaixo cujas forcas tém valores F,, F,, F; ... F,, e estdo aplicadas respectivamente nas

distancias x4, x,, x5 ... X, €m relacédo ao apoio A tomado como referéncia.

Figura 53: Sistema discreto de for¢cas coplanares e paralelas

A

Fonte: autor
Lembrando que momento ¢é “forca x distancia”, entdo o momento
resultante M, produzido no ponto A pelas n forcas do carregamento (n sendo um
nuamero finito) pode ser calculado escrevendo-se a equac¢do 03 do item 2.1.2 como
mostrada abaixo
My=F{*xx1+Fy*xy;+F3*xx3...+F, xx, eq.03
Imagine agora que a forga resultante do sistema de forcas tem valor (Fg) e

esta aplicada a uma distancia (x) do ponto A, como mostra a figura a seguir

Figura. 54: Sistema discreto de for¢cas coplanares e paralelos

F, o Fs
Fr E,
1 |
|
A l | l B
"1'\. F
-‘.T-"-":"""-" X = .-"'?'-"-' _-;:".-""
X5
X
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A
\4

Fonte: autor.

Assim 0 momento da resultante em relagédo ao ponto A, é:

Mgpp 4 =FpxX eq.06

Aplicando o principio dos momentos ou de Varignon, segundo o qual o
momento da resultante em relacdo a um ponto ou eixo de referéncia é igual a soma
dos momentos das componentes em relacdo a esse mesmo ponto ou eixo, podemos
escrever:
FpxxXx=Fy*x1+Fy*xy;+F3*xx3...+F, xx, eq.07

Isolando x, vem:

_ Fl*x1+F2*x2+F3*x3 ...... +Fn*xn
X = 2 eq.08
R

Sendo o valor da forca resultante dado pela soma das forcas podemos

escrever:

_ Fl*x1+F2*x2+F3*x3 ...... +Fn*xn
X = eq.09
FL+F,+F...+F,

A equacao 09 diz que: a coordenada X do ponto de aplicac&o da resultante
de um sistema discreto de forcas coplanares e paralelas € obtida dividindo- se a
soma dos momentos das forc¢as pelo valor da forca resultante.
Adaptado de: (Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2009)
Veja a resolugcédo do exemplo abaixo
1°) Encontre o valor (Fg) da forca resultante, a coordenada (x) do seu ponto
de aplicacédo em relacdo ao apoio A e mostre o sistema equivalente.

Figura 55: - Exemplo 1
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Fonte: internet(docente.ifrn.edu.br)
RESP:
a) Valor (Fg) da forca resultante:
Empregando a equagédo 05 (item 4.1.4.1.1) e adotando o sentido para cima
COmMo positivo, temos:
Fpr=F +F,+F3=-2-5—-4=—-11KN
(o fato da resultante ser negativa indica que ela tem sentido para baixo contrario ao sentido

para cima adotado como positivo no célculo).
b) Coordenada (x) do ponto de aplicagéo da resultante.
Adotando o ponto A como referéncia e empregando a equacao 09, temos:
_ Fi*xq+Fy*xxy+F3%x3.... +F,*xx, 2%2+5%5+4%x7 57
X = = = —=05,18m
Fi+F,+F;.... + F, 2+5+4 11

Portanto, a forca resultante vale Fp = 11 KN e esta aplicada a 5,18 m do

apoio A.
c) O sistema equivalente é mostrado abaixo

Figura 56: Exemplo 1

FR = 11kN i
A

AN VAN

<X =5,18m A

Fonte: autor
Apesar do sistema inicial formado por trés forgas ter sido substituido pela sua
forca resultante Unica a viga AB, na figura anterior, continua sujeita aos mesmos
esforcos externos, tais como, translacdes, rotacées e também as mesmas reacdes

de apoios, produzidas pelo sistema de forgas inicial.
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4.8 Sistemas continuos de forcas coplanares e paralelas

Sistemas continuos de forcas coplanares e paralelas sdo aqueles formados
por um numero (n) tdo grande de forcas coplanares e paralelas, tal que, ndo
podemos mais conta-las ou enumeréa-las. Dizemos, entdo, que o sistema € formado
por um numero n infinito de for¢as (n— ).

Adaptado de: (Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2009)

O peso q de uma parede ou de uma laje distribuido sobre uma viga pode ser
representado como mostra a figura abaixo (item 1.5.1.2.2), assim é um exemplo de
sistema continuo de forcas coplanares e paralelas.

Figura 57: Peso (carga) distribuido sobre uma viga

q

HNENENEEEEEEEEE
N JAN

| L |

Fonte: autor

4.9 Valor (Fg) da forca resultante de um sistema continuo de

forgcas coplanares e paralelas
Vimos no item anterior que um sistema continuo de forcas coplanares e
paralelas é aquele formado por um numero n infinito daquelas forcas, tal que, a soma
de todas elas, ou seja, o valor (Fg) da forca resultante € uma soma com um nimero
infinito de parcelas (as forgas) e, portanto, uma integra definida. Entdo se o sistema
continuo de forcas for descrito por uma funcéo q(x) ao longo de um comprimento L
o valor (Fg) da forca resultante sera a integral definida da funcdo q(x) ao longo do

comprimento L, ou seja, o valor da resultante € numericamente igual a area A

formada pelo carregamento. Matematicamente, temos:

L
Fp= Af q(x)dx eq.10
0

Para confirmar o resultado e permitir uma visualizagéo grafica facilitando a
compreensdo do que foi explicado vamos analisar o problema do ponto de vista

geomeétrico.

53



Veja a figura abaixo mostrando um sistema continuo de forcas coplanares e

paralelas dado por uma funcado q(x) distribuido ao longo de um comprimento L

Figura 58: Forcas coplanares e paralelas disbruidas por um comprimento

q

[

x

X (m)

L

Fonte: Adaptada da internet (Prof. José C. Morilla

Observando as unidades e multiplicando um comprimento b (m) no eixo

: KN . .
horizontal por uma altura h (;) no eixo vertical, temos:

b () *h(%) = (b+ h)KN

Note que geometricamente o produto (b = h) € a area do retangulo de base b
e altura h (ndo mostrado na figura), mas a quantidade (b * h) KN tem dimenséo de
forca, isso significa que as grandezas area e forca sdo numericamente iguais, ou
seja, podemos obter o valor de uma forca calculando a area correspondente. Entao
imaginando a area A do carregamento distribuido como sendo formada por um
numero infinito de retangulos de areas infinitesimais dA e considerando o retangulo
infinitesimal localizado na posicdo x e sua forga infinitesimal correspondente
dF ficamos com o esquema mostrado na figura a seguir:

Figura 59: Forcas coplanares e paralelas disbruidas por um comprimento

q(KN/m)

X(m)

i -

Fonte: Adaptada da internet (Prof. José C. Morilla)
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Analisando a figura acima concluimos que a area dA do retangulo infinitesimal
localizado na posicdo x e que tem altura q(x) (valor da funcdo na abscissa x) e
largura dx , é:
dF = dA = q(x)dx eq 11

Integrando os dois membros, temos:

L L
dez fdAz f q(x)dx =3 Fp =A=f qg(x)dx eq.12
0 0

Observe que a eq.12 obtida usando geometria € equivalente a eq.10 como

queriamos mostrar
Adaptado de: (Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2009)

e Observacgdo: a palavra infinitesimal nesse contexto significa “pequeno”, tdo pequeno quanto

conseguirmos imaginar, porém maior do que zero.

Obviamente, para um sistema de forgas coplanares e paralelas em que todas
as forcas tém o mesmo sentido o vetor forca resultante FT; tem a mesma direcéo e o
mesmo sentido das forcas do sistema.

A figura a seguir mostra um sistema continuo de forcas coplanares e
paralelas dado por uma funcdo q(x) qualquer distribuido ao longo de um
comprimento L e o vetor forca resultante (ﬁi) cujo valor (Fg) € numericamente igual

a area (A) formada pelo sistema de forcas.

Figura 60: Sistema continuo de forcas coplanares e paralelas

q
I:
Qe
4
i
L
Fonte: internet (Prof. José C. Mor n
FR == A
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4.10 Ponto (X) de aplicacdo da forga resultante (Fﬁj de um
sistema continuo de forcas coplanares e paralelas

Sabemos, do item anterior, que o valor (Fg) da for¢a resultante de um sistema
continuo é numericamente igual a area A formada pelo sistema e vimos que se
dividirmos a area A em um numero infinito de retangulos de &reas infinitesimais dA,
entdo a cada area dA correspondera uma forga infinitesimal dF.

A gora vamos aprender a determinar a coordenada X do ponto de aplicacéo
do vetor forga resultante F_R) de sistemas continuos de forcas coplanares e paralelas

Observe a figura abaixo.

Figura 61: Ponto de aplicacdo da forga resultante

q

|

x|

L

Fonte: Adaptado da internet (Prof. José C. Morilla)
Analisando a figura anterior e lembrando que momento é “for¢a x distancia"

percebemos que o momento infinitesimal dM,, em relacdo ao ponto A, produzido

pela forga infinitesimal dF correspondente a area dA e aplicada a uma distancia x
do ponto A, é:
dM, =x+dF eq.13

Integrando ao longo do comprimento L, temos:

L
MAzfxdF eq.14
0
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Ainda observando a figura anterior vemos que o0 momento Mgg, em relacao
ao ponto A, produzido pelo vetor forca resultante FR, aplicada no ponto X (x barra) é:
Mpr =Fp*X eq.15

Lembrando do principio de Varignon segundo o qual o momento da forca
resultante é igual a soma dos momentos das componentes, podemos igualar as

equacdes 15 e 14, logo:

L
FR*fzf q(x) dF
0

Isolando X, temos:

fOLx*dF

¥ =
Fp

eq.16
Vimos no item (4.1.4.2.1) que dF =dA=q(x)dx e FR=A= foLq(x) dx,

assim podemos escrever:

fOL x.q(x) dx

x Fr eq
Também podemos ainda escrever:
x * q(x) dx

X = fo eq.18

Adaptado de: (Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2009)
A figura abaixo mostra a representacdo de um carregamento distribuido

genérico, a forca resultante e seu ponto (x) de aplicacao.

Figura 62 - Carregamento distribuido e seu ponto de aplicacéo

q
i Fr

T x

2l

Fonte: Adaptado da internet (Prof. José C. Morilla)
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CAPITULO V

5. CARREGAMENTOS, FORCAS RESULTANTES E SEUS PONTOS DE
APLICACAO

5.1 Conceito de carregamento

De modo pratico podemos entender “carregamento” como sendo um conjunto
de uma ou mais forcas externas ativas aplicadas sobre uma estrutura.

Para uma melhor compreensao didatica de conceitos vamos dividir os

carregamentos em discretos, distribuidos e combinados.

Adaptado de (Junior, Eloy 1999)
5.2 Carregamentos discretos

Séao carregamentos formados exclusivamente por um sistema discreto de
forcas, ou seja, sdo aqueles formados exclusivamente por n cargas concentradas
sendo n um numero finito.

A carga (forca) aplicada pela viga transversal sobre a viga mostrada em
primeiro plano, na figura abaixo pode ser considerada como uma carga concentrada

formando um carregamento discreto constituido por uma Unica carga (n=1).

Figura 63: carregamento discreto

Fonte: internet(bimestrutural.com.br)

O modelo estrutural para representar o carregamento sobre a viga vista em

primeiro plano na figura anterior € mostrado na figura a seguir:
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Figura 64: Modelo estrutural de carregamento discreto

")

Fonte: autor

5.3 Valor (Fg) da forga resultante de um carregamento discreto

Os Carregamentos discretos que vamos estudar sdo exemplos de sistemas
discretos de forcas coplanares e paralelas, assim o valor (Fg) da forca resultante é
obtido empregando-se a equacdo dada abaixo como foi mostrado no item 4.1.4.1.1

Fr=F{+F;+F;...... +F, eq.05
A equacgdo 05 diz que: o valor (Fg) da resultante de um carregamento
discreto de forgas coplanares e paralelas € dado pela soma algébrica das forcas que

formam o carregamento.
Adaptado de: (Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2009)

5.4 Coordenada (x) do ponto de aplicacao da forca resultante de

um carregamento discreto

O ponto (x) de aplicacédo da forca resultante é obtido empregando-se a eq.

09 dada abaixo como foi mostrado no item 4.1.4.1.2

_ Fl*x1+F2*x2+F3*x3 ...... +Fn*xn
X = eq.09
FL+F+F...+F,

A equacéo 09 diz que: a coordenada X do ponto de aplicacédo da resultante de
um carregamento discreto de forcas coplanares e paralelas é obtida dividindo- se a soma
dos momentos das forcas, em relacdo a um ponto de referéncia, pelo valor da forca
resultante.

Adaptado de: (Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2009)

Exemplo
1°) Encontre o valor (Fg) da forca resultante, a coordenada (x) do seu ponto de

aplicacdo em relacdo ao apoio A e mostre a viga (sistema) equivalente.
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Figura 65: Exemplo 1

Fonte: internet(docente.ifrn.edu.br)
RESP:
a) Valor (Fg) da forca resultante:
Empregando a equagéo 05 mostrada no item 4.1.4.1.1 e adotando o sentido

para cima como positivo, temos:

Fpr=F{+Fy;+F3=-2-5—-4=-11 KN(o fato da resultante ser negativa indica
gue ela tem sentido para baixo contrario ao sentido para cima adotado como positivo no calculo)

b) Coordenada (x) do ponto de aplicacéo da resultante.

Adotando o ponto A como referéncia e empregando a equacgédo 09 dada no
item 4.1.4.1.2, temos:

_ Fixxg+Fyxx;+F3xx3.... +Fn*xn_2*2+5*5+4*7_57_518
x= Fi+Fy+Fso ot E, - 2+45+4 11 >»°m

Portanto, a forca resultante vale Fr =11 KN e esta aplicada a 5,18 m do

apoio A.

c) Viga equivalente € mostrada abaixo

A an_ma |

Figu R_: Exemplo 1
v

A AN ’
= x=5,18m %‘
S 8m HI

Fonte: autor

60



5.5 Carregamentos distribuidos
Séo carregamentos formados por um numero infinito de forcas, portanto, séo
sistema continuo e como exemplo, podemos citar o peso q de uma parede ou de
uma laje distribuido sobre uma viga o qual pode ser representado como na figura a
sequir.

Figura 67: Carregamento distribuido

L
Fonte: internet(lyceumonline.com.br)

5.6 Tipos mais frequentes de carregamentos distribuidos

Neste item vamos conhecer os tipos de carregamentos distribuidos mais
frequentes com os quais iremos trabalhar

A) Carregamento uniformemente distribuido:

Carregamento dado por uma funcéo de valor constante, q(x) = q, distribuido
ao longo de um comprimento L formando uma area (A) retangular.

Exemplos: o peso proprio de uma viga homogénea e de sec¢édo transversal
constante, o peso de uma parede homogénea e de altura constante ao longo de uma
viga.

A figura abaixo mostra o0 modelo estrutural para representar o peso g de uma
parede ao longo do comprimento L de uma viga como exemplo de um carregamento

uniformemente distribuido.

Figura 68-Carregamento uniformemente distribuido
q

L
Fonte: internet(xdocs.com.br)

B) Carregamento linearmente distribuido ou triangular
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S&o carregamentos que variam linearmente de zero até um valo g ao longo
de um comprimento L de acordo com uma funcéao q (x) do 1° grau, formando uma
area (A) triangular.

Um carregamento triangular pode ser usado, por exemplo, para representar o
peso de uma parede de espessura constante, mas cuja altura varia linearmente ao
longo do comprimento L de uma viga. Veja a figura abaixo.

Figura 69: Carregamento linearmente distribuido

a(x) 4
M
AA; N B
| ] |

Fonte: autor
C) Carregamentos trapezoidais:
Para fins didaticos vamos considerar dois tipos de carregamentos
trapezoidais: o tipo 1 e o tipo 2.
C.1) Carregamento trapezoidal tipo 1
Sao carregamentos que variam linearmente de um valor inicial até um valor
final ao longo de um comprimento L de acordo com uma funcédo q(x) qualquer do 1°
grau, formando uma érea (A) trapezoidal.
Um carregamento trapezoidal tipo 1 pode ser usado, por exemplo, para

representar o peso de uma parede sobre uma viga como mostrado na figura abaixo

Figura 70: Carregamento trapezoidal tipo 1

q(x) Q

e mmm A

A B

5 2
S —

Fonte: autor

q = ésempre a carga de valor minimo; Q — é sempre a carga de valor maximo

C.2) Carregamento trapezoidal tipo 2
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Sao carregamentos que se distribuem com um valor constante q ao longo de
um certo trecho e com um valor que varia linearmente, de acordo com uma funcéo
g(x) do 1° grau, ao longo do outro trecho de modo a formar um trapézoida (A) como
mostra a figura abaixo.

A funcéo R(x) desse carregamento € definida por duas sentencas.

Figura 71: Carregamento trapezoidal tipo 2

9 X
o T T e

j/>/ j—

Fonte: autor

5.7 Valor (Fg) da forgca resultante para os carregamentos
distribuidosmais frequentes e coordenada (X) de seu ponto de
aplicacéao

Os Carregamentos distribuidos que vamos estudar sdo exemplos de sistemas
continuos de forcas coplanares e paralelas distribuidas ao longo de um comprimento
L, assim o valor (Fg) da forca resultante é obtido aplicando-se a eq.10 deduzida no
item 4.1.4.2.1 e a coordenada x de seu ponto de aplicacédo € obtida pela eq. 18 do
item 4.1.4.2.2

* Forga resultante

L
FRzAzf g(x)dx eq.10
0

A equacédo 10 diz que: o valor (Fr) da resultante de um carregamento
distribuido formado por forcas coplanares e paralelas € numericamente igual a area

(A) formada pelo carregamento.

* Ponto (X) de aplicacdo da forca resultante (F—Rj

fOLx * q(x) dx
[y a(x) dx

Acompanhe a resolucéo para os carregamentos distribuidos genéricos dados

X = eq.18

a sequir.
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1°) Carregamento uniformemente distribuido

Figura 72: - Exemplo 1

o

q
Ao LLLLLLDVPLDTDLLTLILTILL

- ot —

Fonte: autor

RESP:
a) Funcao constante que define o carregamento
gx)=q se (0<x<L)
b) Valor (Fg) da resultante
Fpr=Ape:=(q*L) eq.10 item (4.1.4.2.1)
c) Ponto (x) de aplicacdo da forga resultante FR em relacdo ao apoio A.
foLx * q(x) dx
Fp

Substituindo g(x) e resolvendo o numerador da eq.17 isoladamente, temos

Xq = eq.17 item(4.1.4.2.2)

L L xZ q qLZ
] x.q(x)dx=j x.q.dx=q.7]3= E(L2_0)= 5
0 0

d) substituindo na equagéo 17, os valores encontrados em b e ¢, vem:
L L2
Jo x*q(x) dx q2 Y 1 L
= = X —_—= -
Fg q.L 2§k 2

Estes resultados foram obtidos para um carregamento distribuido genérico,

X4 =

assim sédo validos para qualquer carregamento uniformemente distribuido.
e) Viga equivalente

Figura 73: Viga equivalente

FR=q*L|
s i 1. |

|:W L/2 ;}L;_ L/2 A

Fonte: autor

2°) Carregamento triangular

Figura 74: - Exemplo 2 q
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AN A )
Fonte: autor
RESP:
a) Funcao que define o carregamento

q(x)=%*x (0<x<L)

b) Valor (Fg) da resultante:
qx*L
2
c) Ponto X, de aplicac&o da forca resultante FR em relacdo ao vértice de carga
ZERO.

Fr=Ar = eq.12 item (4.1.4.2.1)

_ foLx * q(x) dx

Substituindo g(x) e resolvendo o numerador da eq.15 isoladamente, temos:

eq.17 item (4.1.4.2.2)

L

L L 3 3 2

q q q x q -5 q.L
x.q(x)dx=]x—x dx=—Jx2dx=—*—]L=—(L3—0)= =

]0 0 (L ) L), L 3°° 3L 3.k 3

d) Substituindo na equacao 15, os valores encontrados nas letras b e ¢, vem:

12
Jy x * q(x) dx T2 w2 2 21
*_
3

Fg - gL
2

Estes resultados foram obtidos para um carregamento triangular genérico,

xk 3

0 =
assim sao validos para qualquer carregamento triangular.
e) viga equivalente

Figura 75: Viga equivalente

A B

x90 = L/3

\e Xo = 2L/3 %Iéel/
- L —

Fonte: autor
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Portanto, em um carregamento triangular o vetor forca resultante (FR) esta

aplicado no ponto:
X, = 2L/3 em relacdo ao veértice de carga zero (dngulo agudo)
e no ponto:

Xoo = L/3 em relacdo ao vértice da carga maxima g (angulo de 90°).

3°) Carregamento trapezoidal tipo 1

Figura 76: Exemplo 3°

q(x)
q

Q
AA] AB

-

Fonte: autor

RESP:
a) Funcao que define o carregamento
q(x):(Q;q)*x+q (0<x<L)
b) Valor F; da for¢a resultante
Fp= ATrap = w

c) ponto X_q de aplicacéo da forca resultante FR em relacdo ao vértice de carga
minima q

. foLx * q(x) dx
Xq =
Fp

eq.17 item(4.1.4.2.2)

Substituindo q(x) e resolvendo o numerador da eq.17 isoladamente, temos:

joLx.Q(X) dx=jOLx<(Q_q)x+q)dx= (Q_q)fOsz.dx+qJ0Lx_dx:>

L L
Q-0 ¥, £, Q-0

- 9L —
L slotamlo=—37

L
fx*q(x)dx= *(L3—03)+%*(L2—02)
0
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L 3 3 2 2 2 2 2 2 2
QK —-qk ql° QL —q.lL q.L*  2.QL° —2qL° + 3q.L
J;x*q(x)dx— 3k + > = 3 + > = c
L 2.QL +q.1> L*(2Q +¢q)
f x * q(x)dx = =
0 6 6
d) Substituindo na equacao 15, os valores encontrados nas letras b e ¢, vem:
L L*(2Q0 + q)
_ hxra@dx T K@e+q) X _L@G+20Q)
1 Fpg L(Qz+ Q) ] KQ+q) 3(q+Q)

Estes resultados foram obtidos para um carregamento trapezoidal genérico,
assim sdo validos para qualquer carregamento trapezoidal do tipo 1

e) Viga equivalente
Figura 77: Viga equivalente

(Q+q) =L
FR=ATRAP=T

_ =

+ _ L(q +20) Xq=L-X
T 3(q+ Q)

Fonte: autor
Quando o carregamento iniciar com a carga maxima Q usamos as expressdes

abaixo.
— ponto de aplicaga da resultante em relacao

a carga minima q
(A diferenca é que no numerador a carga a partir da qual estamos medindo a

distancia X de aplicacdo da resultante nunca é multiplicada por 2)

4°) Carregamento trapezoidal tipo 2
Figura 78: Carregamento trapezoidal

tinn 2
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q (kN/m)

PR A A e
AN

Fonte: autor

RESP:

a) Funcao que define o carregamento:

Nesse caso temos uma funcao definida por duas sentencas.

q se (0<x<b)
akx) = %*(L—x) se (b<x<L)

b — comp.do carreg.uniforme; ¢ = comp.do carreg.triangular

b) valor Fr da forca resultante

Fr=A= (L+ b).q/2

c) ponto X, de aplicacdo da forca resultante FR em relacdo ao inicio do
carregamento uniformemente distribuido (ponto A)

Aqui temos uma funcéo definida por duas sentencas tornando mais dificil a
resolucéo, assim vamos mostrar detalhadamente o procedimento geral de célculo

Observe a figura abaixo:

Fig. 79: Carregamento trapezoidal tipo 2
dF, Fr 4r, = da,

| |
. CLLLLLLLLLLLL L T e .
VAN AN

X dx I
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dx

Fonte: autor
b — comp. do carreg. uniforme; c — comp.do carreg. triangular

* Aplicando o principio de Varignon (Teorema dos momentos), vem:

b L
FR*fl=fx1.dF1+ j-xz.sz mas
0 b

dF;, = dA; = q(x1).dx = q.dx e dF, =dA, = q(x;).dx = %* (L—x5)

Logo:
b L .2 L
FR*flzf xl.q.dx+f xz.[g*(L—xz)]dxzq ! ]8+zf Xo(L — x5)dx
0 b c 2 cJp
_q q.L (¢ q (* q.b%. q.L.x,° q.x,°
FR*xl:E*(bz_Oz)-l_TL xzdx—zj;xzz.dxz S 3.c]lL’

qb* N qL(L* = b*) q(L® - b3)

FpxXx, = > e P , mas ¢ = (L — b),entdo
b? qL(L* — b? L3 — b3
Fp+x, = q2 + qZ((L s ) — qg((L — b)) expandindo os produtos notaveis, vem
b? qL(L—Db)(L+Db L —b)(L* + Lb + b?
Fp+X, = q2 + 9L( 0 z(b) ) - a( ;EL =5 ) simplificando, fica:
_qb* qL(L+Db) q(L?>+Lb+b?
Fred=—t—p— - 3
_ 3qb? +3qlL? +3qLb — 2qL? — 2qLb — 2qb*
FR * X, = 6
_ qb?>+ql?+qlb q(L* + Lb + b?)
Fp*xXx, = z = 5

Isolando (X,) e substituindo o valor (F) da resultante obtido na letra b, temos:
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q(L? + Lb+b?»)  q(L? + Lb + b?)

_ 3 B 3 _Q(L2+Lb+b2)* 2
TR T DN R DN

(L2 + Lb + b?)
3(L+b)
_ _(2+Lb+b* (L—b)
IR +b) L -b)’
__ (*-b%
T 312 — b2y
Onde:

multiplicando por (L — b), fica

assim podemos escrever:

X, = é o ponto de aplicacao da resultante partindo do inicio do carreg.retangular
L —» é o0 comprimento total do carregamento
b — comprimento do carregamento uniformemente distribuido (retangular)

d) Viga equivalente

Figura 80: Viga equivalente

(L+b)x*q
Fr = Argap = T
1
l
A B
AN AN
2,82m 4,18m |
|
|
b |
g
L

Fonte: autor

Estes resultados foram obtidos para um carregamento genérico, assim séo

validos para qualquer carregamento trapezoidal do tipo 2.

5°) Carregamento triangular duplo

Figura 81: Carregamento triangular duplo

q
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L
Fonte: Adaptado de: engenheiraco.blogspot.com

RESP:
a) Funcao que define o carregamento:
Nesse caso temos uma funcédo definida por duas sentencas.

T, x 0<x<0)
ax) =g
E*(L—X) (CSXSL)
b) Valor Fy da forca resultante
q*L
Fp=Ar, = T

c) ponto X,,, de aplicacéo da forca resultante FR em relacao ao inicio do menor
triangulo

Aqui temos uma funcéo definida por duas sentencas tornando mais dificil a
resolucéo, assim vamos mostrar detalhadamente o procedimento geral de célculo

Observe a figura abaixo:

Fig. 82: Carregamento triangular duplo

F
dFl dF2 = dA2
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= =
X1 Ollxl dxz
|
X2
c b
I
L

Fonte: Adaptado de: engenheio.blogspot.com

Aplicando o principio de Varignon (Teorema dos momentos), vem:

(4
FR*m=j
0

dF, = dA; = q(x1).dx = % * Xq e dF, = dA, = q(x;).dx = %* (L — x3)

L
xl.dF1+ sz.dFZ mas
c

Logo:

Fp*xX, = .]:xl.(gxl).dx+fo2.[%*(L—xz)].dx

Cc

c L L
_ q qL q
FR*xm=j0 Exlz.dx+fc sz.dx— JC Exzz.dx

—q x’lc , qL x*|L q %°|L
FR*xm_E*_O —_— | Y = ==

3 b 2|c b 3

q(L® —c?)
3b

v q 3 3 qL 2 2

= — — —_— L —
Frs = 5-(c% = 0) + (12— c?)
_ qc3+ qL(L? —c*)  q(l®—c?)

= = (L —
Fgp*Xx, P T 3h ,  mas b= ), logo




qc® qL(L*—c*) q(L*—c?)

Fp+Xy = -
R*m =Y 5070 30-0
c? qgL(L-¢c)(L+c L—c¢)(L?>+ Lc + c?
Fp+x, = q3 +q (Z(L z(c) )_q( ;EL—C) ) simplificando, fica
o qc? qL(L+c¢) qU*+Lc+c?
FR *Xom = 3 + ) - 3
_ 2§c*+3qL* +3qLc — 2qL* — 2qLc — 2§c?
FR *Xmm = 6
_ ql*+qlc qL(L+c¢)
FR *Xom = 6 = 6

Isolando (x,,,) e substituindo o valor (Fz) da resultante obtido na letra b, temos:

L(L+c L(L+c
o q(6 ) Q(6 ) to 2 R _ (@L+o
= = = ]k — =
Xm Fp qL 6 gl Ym =73
2
Onde:

X, — € o0 ponto de aplicagdo da resultante partindo do inicio do menor triangulo
L —» é o comprimento total do carregamento

¢ = comprimento do carregamento do menor triangulo

c) Viga equivalente:

Figura 83: Viga Equivalente

* L
FR:ATRI:qT
4
B
AT é%;
c |
_(L+o) |
mo 3

\ 4

A




Adaptado de: engenheiraco.blogspot.com

Estes resultados foram obtidos para um carregamento genérico, assim sao
validos para qualquer carregamento triangular duplo.

Usando os resultados obtidos vamos construir uma tabela mostrando as
expressdes para calcular a forga resultante e o seu ponto de aplicacdo para os

carregamentos distribuidos mais frequentes.

TABELA 01
Carregamento Uniformemente Carregamento linearmente
Distribuido (Retangular) Distribuido (Triangular tipo 1)
q*L
Fp = Ay = ——
Fr=Agper =q*L : T 2
q

>
Il

A
N |

e~
|

N
*
=~

-~

o Xo0 —» medido a partir do angulo de 90°

* X, » medido a partir do angulo 0°

Carregamento triangular tipo 2

qx*L

Fp = Agrg, =
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g _L+0)

A

Onde:
Xm
— é o ponto de aplicacao da resultante partindo do inicio do menor triangulo
L = é o comprimento total do carregamento

C —» comprimento do carregamento (base) do menor triangulo

Carregamento Trapezoidal  Tipo 1

+q)*L
(Q+261)*L FRzATRApz%

q q
— || )

Fp = Argpap =

: ;
X, - LQ+2q)
T/~ 1 2N\ ¢ 3(q+Q)

L < g

L

(A diferenca é que no numerador a carga a partir da qual estamos medindo a

distancia X de aplicacdo da resultante nunca é multiplicada por 2)

Carregamento trapezoidal tipo 2

(L+b)*q

Fp = Argpap = >

q |
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_ (B -b3
NGET)
3(L2 — b2)
L

q — valor do carregamento uniformemente distribuido

X, = é o ponto de aplicagdo da resultante partindo do inicio do
carreg.retangular

L — é o comprimento total do carregamento

b - comprimento do carregamento uniformemente distribuido

(retangular)

Fonte: autor
Portanto, para encontrar o valor ( Fp) da resultante de um carregamento

distribuido e a coordenada x do seu ponto de aplicacdo podemos adotar o seguinte
roteiro de célculo

a) Se o carregamento dado constar na tabela 01 acima use as equacodes
pertinentes dadas na tabela

b) Quando o carregamento dado n&o constar na tabela acima use a
decomposicdo de area se o carregamento formar uma area poligonal, porém se o
carregamento formar uma area curva siga 0s seguintes passos

b.1) Se a funcéo g(x) que define o carregamento ndo for dada o primeiro passo
serd encontra-la e depois aplicar a eq.10 para encontrar o valor (Fg) da forca

resultante

L
Fr=A= j q(x) dx eq.10 item (4.1.4.2.1)
0
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b.2) Para encontrar a coordenada (x) do ponto de aplicacdo da resultante
resolva isoladamente o numerador da eq.17 mostrada abaixo

fOL x.q(x) dx

¥ =
Fp

eq.17 item (4.1.4.2.2)

b.3) Substitua, na eq.17, os valores encontrados em b.1 e b.2 e em seguida

resolva a divisao

b.4) Desenhe a viga equivalente mostrando a forca resultante FR e o ponto ¥
onde ela esta aplicada

Acompanhe os exemplo numéricos a seguir resolvidos usando o roteiro
descrito acima

1°) Encontre o valor da forga resultante, o seu ponto de aplicacdo e represente

a viga equivalente para o carregamento uniformemente distribuido mostrado abaixo.

Figura 84: Exemplo

1

4kN/m

o LHLLLLTLELLTCE LT

yis 2
SR A ——

Fonte: autor
RESP:

Usando a tabela 01 temos

B

a) Valor (Fg) da forca resultante.
Fp=Ape; =(@*L) =(4%3)=12KN

b) Ponto x, de aplicagao da resultante em relagéo ao apoio A
7 1,5
¥a=g T m

c) Viga equivalente

Figura 85: Viga equivalente
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FR = 12kN |

l l L

A B

le 1,5m _;,P 1,5m %‘

Fonte: autor
2°) Encontre o valor da forca resultante, o seu ponto de aplicacdo e

represente a viga equivalente para o carregamento triangular mostrado abaixo.
Figura 86: Exemplo 2

12kN

AMB

N

Fonte: autor

RESP:

Usando a tabela 01, temos:

a) Valor Fy da forca resultante

Fr=A; Lk _12x6 36 KN
Tl 2 2
b) Ponto de aplicacdo em relagdo ao angulo de 90°
_ L 6
x90 = § = § = 2 m

c) Viga equivalente
Fig. 87: Viga equivalente

Fr =36 KN
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Fonte: autor
3°) Encontre o valor da for¢a resultante, o seu ponto de aplicacéo e represente
a viga equivalente para o carregamento trapezoidal tipo 1 mostrado abaixo.

Figura 88: Exemplo 3°

6kN

N eI

A B

‘% 6m %‘
Fonte: autor

RESP:

Usando a tabela 01, temos

a) Valor Fy da forca resultante

@+qg L (6+3)x6
FR=ATrap= 2 = 2

b) Ponto de aplicacdo em relacdo a carga minima q:
X__L(q+2Q) _6%(3+2%6)
17 3q+Q  33+6)

c¢) Viga equivalente:

=27 KN

=3,33m

Figura 89: Viga

aniivialanta

R = 27kN

A B

| 3,33m ‘ 2,.67m ‘
| - — |

Fonte: autor

4°) Encontre o valor da forca resultante, o seu ponto de aplicacéo e represente
a viga equivalente para o carregamento trapezoidal tipo 1 mostrado abaixo.

Figura 90:

Fvamnln A°
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4kN/m

DR A o

Fonte: autor
RESP:
Usando a tabela 01, temos
a) Valor Fy da forca resultante
(L+b)xq (7+4)+4
2 2
b) Ponto de aplicacdo em relacdo ao inicio do carregamento retangular

- (LP=b> (7°-47)

Fp= ATrap =

=22 KN

=3 "3 oary 2BEM
C) Viga equivalente:
Figura 91: Viga equivalente
FR = 22kN
A l B
\ 2,82m 4,18m

Fonte: autor

5°) Encontre o valor da for¢a resultante, o seu ponto de aplicacéo e represente

a viga equivalente para o carregamento triangular duplo mostrado abaixo.

Figura 92: Exemplo 5°

6 kKIN/m

U e
= =+
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Fonte: engenheiraco.blogspot.com
RESP:
Usando a tabela 01, temos:
a) Valor (Fg) da forca resultante
(g*L) (6%9)
2 2
b) Ponto (x,,) de aplicacdo em relacdo ao inicio do menor triangulo
7_:L+C:9+3:1z:

T2 4
m= "3 3 3~ xm

=27 KN

Fp=Ar,; =

c) Viga equivalente

Figura 93: Viga
eauivalente

Fp =27 KN
6 KIN/m

A S
|

3m 6m

Fonte ptado de: engenheiraco.blogspot.

6°) Encontre o valor da forca resultante, o seu ponto de aplicacéo e represente

a viga equivalente para o carregamento mostrado abaixo.

Figura 94: Exemplo 6

62,5 N/m

|

4m -

Fonte: Adaptada do livro Estatica (Hibbeler)
RESP:



1) Valor (Fg) da forga resultante
Nesse caso, 0 carregamento ndo consta na tabela 01 e tem area A
desconhecida, porém a funcéao q(x) que o define foi dada, entdo devemos aplicar eq.

10 mostrada abaixo

L
Fr=A= f q(x) dx eq.10 item (4.1.4.2.1)
0
Logo:
L 5 5 0,5X4
FRzAzfq(x)dxzfO,5X3dx=0,5fx3dx= 13
0 0 0 4
0,5 0,5%5* 0,5*625
FR=T(54—04)= Y 2 = 178,125 KN

2) Para encontrar o ponto (X) de aplicacdo da resultante em relacéo ao apoio
A (origem do sistema) usamos a eq. 17 abaixo
foLx x q(x) dx
Fg

Ja conhecemos a o valor Fgpda forca resultante, assim vamos resolver o

X = eq.17 item(4.1.4.2.2)

numerador isoladamente

5 5 5 0,5x° 0,5 0,5 % 5°
]x*q(x)dx=Jx*0,5x3=0,5jx4dx= X]8=—(55—05)= i
0 0 0 5 5 5
5 0,5 % 3125
J x *q(x)dx =—— = 312,5KN.m
0

Substituindo, na eq. 17, os valores encontrados em 1 e 2, temos

_ fyxxqdx 3125
X = = =4m
Fp 78125

c) Viga equivalente
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Figura 95: Viga

equivalente
(n' = 2.5x3
. A \d
A o
4m
n e LIt
5m

Fonte: Adaptada do livro Estatica (Hibbeler)

7°) Calcule o valor (Fg) da forca resultante do carregamento distribuido mostra

abaixo:
Figura 96 - Exemplo 7

w=(—2x2 + 4x +16)
A r =
E: = = B
4m ﬁr

Fonte: (brainly.com.br).

RESP:

1) Forga resultante
Nesse caso, a area A do carregamento € desconhecida, porém foi dada a

funcdo que define o carregamento. Entdo devemos aplicar a eq. 10 dada abaixo

L
Fpr=A= f q(x) dx eq. 10, item (4.1.4.2.1)
0

Logo:
L 4 _2X3 4X2
FR=A=jW(X)dX=J (—2x% 4+ 4x + 16) dx = 3 +T+16x]3
0 0
FR=_?2(43—03)+§(42—02)+16(4—0) ~  Fp=53,33KN
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2) ponto X de aplicagcéo da resultante
Aplicando a eq. 17, temos

fOLx * q(x) dx
Fp

X = eq.17 item(4.1.4.2.2)

Ja conhecemos a o valor Fgpda forca resultante, assim vamos resolver o

numerador isoladamente
4 4 4

f x *q(x)dx = J. x.(—2x% +4x + 16) dx = f (—2x3 + 4x? + 16x) dx
0 0 0

_—29c“‘_|_4x3_|_16x2_—x‘*_l_4x3_l_824
=72 3 >~ T3 &

-1 4
= - (4% = 0% + 2 (4° - 0%) + 8(4” - 0)

= (—128 + 256 + 128 = 256
= 3 -3
Substituindo, na eq. 17, os valores encontrados em 1 e 2, temos
256
_ Jyxsqdx 32 256 L 6o
= = = E3 =
*a Fr 5333 3 5333 o0
3) Viga equivalente
Figura 97-
Fr = 53,33KN
! i
16m | |
4m |

Adaptado de brainly.com.br

5.8 Valor e ponto (x) de aplicacao da forgcaresultante, de composicao de areas,
para os carregamentos distribuido
Podemos encontrar o valor (Fg) da resultante e o seu ponto (X) de aplicacéo

para carregamentos distribuidos que formam areas poligonais decompondo a area
84



(A) do carregamento em retangulos e triangulos e usando as equacdes abaixo para
calcular e localizar a resultante de cada carregamento e assim trabalharmos como
num sistema discreto
a) Forca resultante
eFr=A;+A;, +As..=Fpy +Fpy+ Fp3.. €q.05 item(4.1.4.1.1)

b) Ponto (X) de aplicacdo da resultante

Fpiy*xq{+ Fpy*xy+Fpz *X3...+ Fp, *Xx
ex=——2 "1 "R "2 K73 Rn "% eq.09 item (4.1.4.1.2)

1°) Veja a seguir a resolucao do carregamento trapezoidal tipo 1 do exemplo

3 do item anterior usando a decomposi¢cao de areas

Figura 98: Exemplo 1°

3kN
A B

Fonte: autor
RESP

a) Decompondo o trapézio em um retdngulo e em um tridangulo e calculando

e posicionando a resultante correspondente a cada area obtida:
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Figura 99: Exemplo 1

F
FRl R2
/l/ 6 KN
3KN '
A \ ¥ B
=—30m ——=>
=—400m
6.00 m
Fonte: autor
6
FR1=ARet=(6*3)=18KN m=§=3m
[6(6- 3)] _ 2x6
FR2=ATri=—=9KN xZ'A= =4m

2 3
b) Ponto de aplicagéo (x,) da resultante total em relagcio ao apoio A
Agora resolvemos como um sistema discreto aplicando a equacéo 09 do item

(4.1.4.1.2)
v _Fri*Zi+Fpp+ % 18:3+49+4 90
4= Fri+ Fpo - 18+9 27

) viga equivalente

=3,33m

Figura 100 - Viga equivalente

R = 27kN
— T 1
A E
| 3,33m 2,67m
| - = |

Fonte: autor

Observe que esse resultado é igual ao obtido anteriormente usando as
formulas.
2°) Veja a seguir a resolugcéo do carregamento trapezoidal tipo 2 do exemplo 4 do

item anterior usando a decomposicao de areas.

86



Figura 101: Exemplo 2°
4kN/m

PR A A AU A

b=4m ‘ 3m
[

S L=7m —=

Fonte: autor
RESP:
a) Decompondo o trapézio em um retangulo e em um triangulo e calculando

e posicionando a resultante correspondente a cada area obtida.
Fig. 102: Exemplo 3

F,
R1 Fe,
| FR = 16kN FR = 6kN
_ | 1
X1
2
4m | 3m
Fonte: autor
4
Fpi =Apet = (4+x4) =16 KN x1,A=§=2m
4 %3 - | 3
FR2=ATri=T=6KN xz‘A=4’+ 3 =4+§=5m

b) Ponto de aplicacéo da resultante em relagéo ao apoio A

Agora resolvemos como um sistema discreto aplicando a eq. 09 do item
(4.1.4.1.2).
X_:FR1*X1+FR2*X2 :16*2+6*5_62

— 22 =282
A Fri+ Fra 22 22 m

b) Viga equivalente
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Figura 103- Viga

Annivalanta

FR = 22kN

| 2,82m 4,18m
[ |

Fonte: autor

3°) Determine o valor da forga resultante e seu ponto de aplicagdo para o
carregamento abaixo.

Figura 104- Exemplo

Y ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ Y

Zm Am

Fonte: Joinville.ifsc.edu.br

RESP:
a) Decompondo o trapézio em dois retangulos e em um tridngulo e
calculando e posicionando a resultante correspondente a cada area obtida

Figura 105: Exemplo 3°

l 200 Nim
L Y l l l L
: B
1
X1
- |
=
2 |
m 3m

Fonte: Adaptado de: Joinville.ifsc.edu.br
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N
-

Il
N N
Il
—

3

Fri=A; = (800+2) = 1600 N

3+ (800 — 200) - Ly 3
FR2:A2: =900 N x2:2+ =24+=-=3m
’ 2 ’ 3 3
_ _ _ —— LRet,Z_ 3_
Frs = Az = (3 % 200) = 600 N =2+ =24+>=35m

b) Ponto de aplicacéo da resultante em relagéo ao apoio A
Agora resolvemos como um sistema discreto aplicando a equagéo 09 do item

(4.1.4.1.2).
—  Fpy*X{+Fpy*X; +Fp3*X3 1600+ 1+900+3+600+35 6400
4= Fpq+ Fgz + Fps - 1600 + 900 + 600 ~ 3100
X,=2,06m

c¢) Viga equivalente
Figura 106: - Viga equivalente

800 N | Fp = 3100 N
800 Nim

I l> - ?',00 N/m 200 N
YYVYYY Y ll[ll

15

Zm - Im

Fonte: Adaptado de: Joinville.ifsc.edu.br

Portanto, para encontrar o valor F; e o0 ponto de aplicacdo da resultante de
carregamentos distribuidos tenha sempre em mente o seguinte:

» Use a tabela 01 do item 5.1.4.2

 Para carregamentos poligonais que n&o constem na tabela 01 e que possam
ser decompostos em tridangulos e retangulos use a decomposicéo de areas.

» Para carregamentos formando areas curvas definidas por uma funcéo q(x)

gualquer use a integracao aplicando as equacdes abaixo.
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L
A)Fp=A= f q(x) dx eq.12 item (4.1.4.2.1)
0

foLx * q(x) dx
- e

B) x eq.17 item (4.1.4.2.2)

Saber calcular o valor, o ponto de aplicacdo da forca resultante e também
representar o sistema equivalente € necessario para calcular reacées de apoios
sempre que algum carregamento distribuido estiver presente.

5.5 Carregamentos combinados

Sdo aqueles formados por uma combinacdo de carregamentos
concentrados e distribuidas.

Na figura abaixo vemos a representacdo de um carregamento combinado
formado por um carregamento q uniformemente distribuido e por uma carga

concentrada p

Figura 107: Carregamento

q P
Alllllllllllllﬁi
i o

Fonte: internet(docplayer.com.br)

1°) Encontre o valor Fg, 0 ponto X de aplicacdo da forga resultante e mostre a

viga equivalente para a estrutura representada abaixo.

Figura 108: Exemplo 1°

G,3kM B,3kM

/ - q = 2,5kMNm - 3
r¥y+eeebleseively
b AN

[, 20m | 4.,0m 2,0m

Fonte: internet(questdesgratis)

RESP:
a) Valor Fp e ponto x, de aplicagdo da resultante do carregamento

uniformemente distribuido
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8
Fr=Age = 32,6 KN, X=5=4m

b) Localizando as forgas concentradas sobre a viga

Figura 109: Exemplo 1°
Fr=32,6 KN

6,3 KN 6,3 KN

! I
/oy JA

‘ Zm‘ Zm‘ Zm‘ Zm‘

Fonte: autor

Agora observando a figura e aplicando a eq.09 resolvemos como um sistema
discreto de forcas coplanares e paralelas

gttt et Faeds o ot ot 0 09 item (4.1.4.1.2)
Frt Fyt Fso ot E,
Portanto
 6,3+24%32,6+4+63%6 180,8
*a = 6,3+32,6+6,3 =52 m

d) Viga equivalente

FigurallO: Viga equivalente

FR,Total == 45,2 KN

4m 4m

Fonte: Autor
Portanto, a for¢a resultante total vale 45,2 KN e esté aplicada no meio da viga.

Esse resultado era previsto, pois a estrutura € simétrica.

91



CAPITULO 6
6. EQUILIBRIO ESTATICO NO PLANO E REACOES DE APOIOS

6.1 Equilibrio estatico das estruturas no plano

No item 1.4 vimos que o equilibrio de um corpo pode ser dindmico ou estatico
e que na engenharia civil estamos interessados em garantir o equilibrio estatico das
estruturas. Vimos também que a condi¢do para que um corpo entre e ou permaneca
em equilibrio € que a soma das forgcas que agem sobre ele seja nula ((3; F = 0).

No item (3.1.2) aprendemos que no plano (X, Y) existem trés possibilidades
de movimento que sdo: translacdo na direcdo x, translacdo na direcdo y e um
momento (giro) em torno do eixo z, eixo saindo da folha do papel. Assim para garantir
o equilibrio estatico de uma estrutura no plano é necessério impedir aqueles trés
possiveis movimentos, portanto a forca resultante em cada direcéo deve ser nula e
a soma dos momentos em torno do eixo Z em relacdo a qualquer ponto também

deve se nula satisfazendo simultaneamente as trés equacdes abaixo.

Z Fy = 0 (somatorio das forgas horizontais igual a ZERO)
Z F, = 0 (somatorio das forgas verticais igual a ZERO)

z M = 0 (soma dos momentos em relacao a qualquer ponto ou eixo igual a ZERO)

As trés equacdes acima garantem o equilibrio das estruturas no plano e sao
conhecidas como “equagdes de equilibrio” ou ainda como “as trés equacgdes da
estatica”. Sao elas que iremos utilizar no célculo das reacbes de apoios das

estruturas isostaticas. Mais adiante conceituaremos “estruturas isostaticas”.
Adaptado de: Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2009.
6.2 Diagrama de corpo livre inicial (DCLI) e final (DCLF)

Diagrama de corpo livre inicial (DCL INICIAL) é um desenho usado no célculo
das reacbes de apoios no qual representamos a estrutura pelo seu eixo meédio
mostrando todas as forcas externas que atuam sobre ela, tais como, cargas
concentradas, forcas resultantes de carregamentos distribuidos e as reacbes de
apoios.

Abaixo estdo representados uma viga sob um carregamento combinado e o

correspondente DCL inicial.
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Figura 111: Viga AB

P=GkN P=6kN
g= ZkNim
AT | Lt B

|__ 2m 2m 2m

T T 1
Fonte: internet(aprovaconcurso.com.br)
DCL inicial

Figura 112: DCL inicial da viga AB
Fr =12 KN

- 1 Lo
FR =12kN
P = 6kN } P 6kN

A lllllilllllllliilllll ® e

ot e

2m Im 1m 2m

Fonte: autor
» Va— reacgdo vertical no apoio A, Vs— reacao vertical no apoio B, Hs-. reagdo horizontal no

apoio B, FR— resultante do carregamento uniformemente distribuido

Nessa apostila, vamos adotar como positivos 0s sentidos para a direita e para
cima, assim as reacdes de apoios a serem calculadas serdo sempre desenhadas
nesses sentidos como mostrado no DCL inicial acima, entdo se uma reacgao resultar
negativa ela devera ser desenhada com sentido contrario no DCL final

Os momentos (giros) sao positivos no sentido anti-horario e se o resultado for
negativo devem ser desenhados no sentido horario no DCL final.

Diagrama de corpo livre final (DCL final € um desenho feito apos o célculo das
reacdes mostrando a estrutura com o carregamento inicial e todas as reacdes

aplicadas com os valores e os sentidos corretos.
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6.3 Vigas

As vigas sdo os elementos estruturais lineares mais simples de todos sendo
constituidas por uma Unica barra e geralmente projetadas para suportar cargas
transversais ao préprio eixo longitudinal.
6.4 Tipos mais frequentes de vigas quanto as condicdes de apoio

Quanto as condicBes de apoio os tipos de vigas que aparecem com maior
frequéncia sédo mostrados abaixo.

Figura 113: Frequentes condi¢des de apoio

a) Viga simplesmente apoiada (viga com dois apoios simples)

AN AN

b) Viga engastada e apoiada

\

P

c) Viga em balango

)

d) Viga biengastada

3

e) Viga continua {3 ou mais apoios)

A L L

77577

Fonte: autor

Nesta apostila vamos estudar as vigas simplesmente apoiadas e as vigas em
balanco sempre adotando como positivos, para o calculo das reacdes de apoios, 0

giro no sentido anti-horéario e os sentidos para a direita e para cima
6.5 Roteiro para o calculo de reacdes de apoios

Para calcular as reacOes de apoios de uma estrutura devemos construir o
DCL inicial e em seguida aplicar as equacdes de equilibrio da estatica (item 6.1)

mostradas abaixo

z Fy = 0 (somatoério das forgas horizontais igual a ZERO)

z F, = 0 (somatorio das forgas verticais igual a ZERO)
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Z M = 0(soma dos momentos em relagdo a qualquer ponto ou eixo igual a ZERO)

Depois representamos a estrutura resolvida construindo o DCL final
mostrando a estrutura com o carregamento inicial e as rea¢des desenhadas com os

valores e o0s sentidos corretos.
6.6 Reacdes de apoios paravigas em balanco

1°) Calcule as reagfes de apoios para a viga em balanco abaixo e mostre o
DCL final.

Figurall4: Exemplo 1°

6kN
A

- m

Fonte: autor

RESP:
DCL inicial
Figura 115: Exemplo 1°

A 6kN l
HA ‘\MA

?
NI —

Fonte: autor

Aplicando as equac0Oes de equilibrio da estatica, vem:

YFy=0. Hy;=0KN (Nao existe forca aplicada na direcéo horizontal)

ZMA>=O “ MA—-6%x2=0 >MA—-12=0 > MA=12KN.m

Zszo “V,—6=0 = V,=6KN
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Figura 116: Exemplo 1

A 6kN i
4% MA = 12kN.m

%A=GKN
L

Fonte: autor

2°) Calcule as reacdes de apoios para a viga em balanco abaixo e mostre o DCL
final

Figura 117. Exemplo 2°
A 2kN/m B

SLLLLLLLLLJUIILIVLLLLLLL]

T

Fonte: autor

RESP:
DCL inicial:
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2), vem:
a) Fr=Apes =2*2 = 4KN
b)X,=L/2=2/2=1m
_Figura. 1}8:

Fr = 4KN
HA :;I‘MA Jr l
VA }/
‘e 1m él—e 1m el

Fonte: autor
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Aplicando as equacdes de equilibrio da  estatica, vem:

ZFH=O:. H,=0 = H;=0KN
E}@>=OLAM—A*1=0: MA =4KN.m

Zszo “Vy—FR=0=V,—-4=0 = V,=4KN

DCL final:

Figura 119: Exemplo 2°
2kN/m

A B
RTTITTTITITITITIINN

%Aukn
I

Fonte: autor

6.7 Reacdes de apoios em vigas simplesmente apoiadas exclusivamente sob
cargas concentradas (carregamento discreto)

s

Em vigas simplesmente apoiadas € conveniente sempre calcular os
momentos em relacao ao apoio que apresenta um maior numero de reacoes.

Veja a resolucdo dos exemplos a seguir
1°) Calcule as reacdes de apoios para a viga simplesmente apoiada abaixo e mostre

o DCL final.

OBSERVACAO: a estrutura é simétrica e quando isso ocorre as reagdes verticais séo iguais
e valem a metade da forca resultante total.

Figura 120: Exemplo 1°

lskN

A B

ol tem ]

Fonte: autor

RESP:
DCL inicial:
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Figura 121: Exemplo 1°

6kN
A B

HA
\;rAﬁ%K Ve
|$ 1,5m %‘e 1,5m —=

Fonte: autor

kg

Aplicando as equacfes de equilibrio estatico, temos:

z Fy =0 . Hy,=0KN(Nao existem cargas externas horizontais)
zMAD =0 - 3VA—1,5*6=O =>3VA=9 = VA=3KN

zFV=O oW Va4V —6=0 23+V3=6 = Vz=6—3=3KN

DCL final

Figura 122: - Exemplo 1°

6kN
A B

VA = 3knk% VB = 3KN%
L& 1,5m %‘e 1,5m %‘

Fonte: autor

2°) Calcule as reacdes de apoios para a viga simplesmente apoiada abaixo e mostre

o DCL final.
Figura 123: Exemplo 2°

3kN 3kN
A B

AN VAN

‘eZm ! 2m ! ZmA‘

Fonte: autor

RESP:

DCL inicial;
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Figura 124: Exemplo 2°

3kN 3kN
A B

HA
VA ‘% 1@FVB
‘eZm ‘ 2m ! 2m A
\

Fonte: autor

Aplicando as equacdes de equilibrio estéatico, temos
ZFV =0 -~ Hy=0KN
ZyA =0 ~ 6V3—3%4—3%x2=0 =26V3—18=0 = 6/;=18 =V,
=3 KN

ZFV:() o VB+VA_3_3:O :>VA+3_3_3:O :>VA_3:0:>

Vo=3KN
DCL final:
Figura 125: Exemplo 2°
A v v B
VA = 3kN VB = 3kN_"_
! 2m J\ 2m ! 2m »!

Fonte: autor
3°) Calcule as reacfes de apoios para a viga abaixo e mostre o DCL final.

Figura 126:
Exemplo 2°

2kN 10kN/
3kN l s 8= 40°
A 2
P 2m ’ 2m ! 2m %,‘
Fonte: autor '
RESP:
DCL inicial:

B
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Sempre que existirem forcas inclinadas devemos obter suas respectivas

componentes nas direcdes das reacdes de apoios.

Figura 127: Exemplo 3°
10*send0°

2kNi l e
3kN A o g HB
—p -« —t>

Bl

e 10*cos40°

%VA %va
am e L an ]

Fonte: autor

Observe que a reacédo Va, a forca de 3KN, a componente horizontal 10cos 40°
e areacdo Hy tém suas linhas de acéo passando pelo ponto A, assim nao produzem
momento em relacdo a esse ponto.

Aplicando as equacdes de equilibrio da estatica, temos:
ZFH=0:. Hp+3—10%cos40°=0 =2 H;+3—-766=0 = Hz —4,66 =0
Hp = 4,66 KN
Zl\@ =0 . 6V —4%10sin40°—2%2=0 =6V —29,71 =0 = 6V —29.71

=0
6V =29.71 = Vg =4,95KN

ZFV=O.'. Vi+Vs—2—10sin40°=0= V,+495-2-643=0 =V, —3,4

=0
Vao=3,48K
DCL final
Figura 128:
2kN l 10kN
3kN A (8=40° B HB = 4,66kN
» <+t
FAN VAN
%VA = 3,48kN VB = 4,95krﬂAL

sz ! 2m | 2m4>|

Fonte: autor
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6.8 Reacdes de apoios em vigas simplesmente apoiadas sujeitas

exclusivamente a carregamentos distribuidos

Neste item vamos aprender o célculo de reagbes para vigas exclusivamente
sob carregamento distribuido como mostram os exemplos abaixo
1°) Calcule as reacdes de apoios para a viga simplesmente apoiada mostrada

abaixo e represente o DCL final.

Figura 129: Exemplo 3°

ERERERRERER

| 6,!} m
|

Fonte: internet(guiadaengenharia.com)
Viga simétrica: as reagdes verticais séo iguais e valem a metade da carga total aplicada

RESP:

DCL inicial:

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos que:
a) FR=A=5x6=30KN

b)X=L/2=6/2=3m

Logo:

Figura 130: Exemplo 1°

FR = 30kN
A B

W fe
el

Fonte: autor
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Aplicando as equac0es de equilibrio da estatica, vem:

ZFH=0:. H,=0KN
ZMA) =0 6V3—30%3=0 =6V3—90=0 =6V; =90 = Vg =15KN

Zszo A V4V —30=0 = V,+15-30=0 =V, —-15=0 =V,
= 15KN

DCL final:
Figura 131:Exemplo 1°

SkN/m

A LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL B
4 +
VA = 15kN VB = 15kN

- 6m %I

Fonte: autor

L

2°) Calcule as reacdes de apoios para a viga simplesmente apoiada mostrada
abaixo e represente o DCL final.

Figura 132: - Exemplo 2°

3kN 2KkN/m 3kN
ALl LILILILLel L] B
AN
|1,5m ‘ o ‘ 1,5m

Fonte: autor
Viga simétrica: as reacfes sao iguais e valem a metade da carga total aplicada
RESP:

DCL inicial:
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos que:
a) Fprret = Apet = (5% 2) =10 KN (resultante do carreg.unif.distribuido)
b) Ponto X, de aplicagdo da resultante FR em relagdo ao apoio A:
X,=L/2=5/2=25m
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Figura 133: Exemplo 2°

FR = 10kN

o T
't i

PRLN LN

Fonte: autor

Aplicando as equac0fes de equilibrio da estatica, vem:
ZFH=0.-. H,=0KN
ZMA>=0 5 5V —3%35—-10%25-3%15=0 =5V/3—40=0 = 5Vz = 40
Vg =8KN
Zszo “V,+Vg—3-10-3=0 = V,4+8-16=0 =2V, —-8=0 =
V,=8KN
DCL final:

Figura 134: Exemplo 2°
KN/ ounim 3KN

A TTTITTTLTTTTTTTTTTT TR ITTTTTL B

7%VA = 8kN VB = BKN%

| 1,5m | om | 1,5m |
| | | |

Fonte: autor

3°) Calcule as reac¢Oes de apoios para a viga simplesmente apoiada mostrada abaixo

e represente o DCL final.
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Figura 135: Exemplo 3°

9 KMim
& KN/m i i i KM/m
i ¥ 9

Y 7 ¥ O r‘lF!T‘!'_i
—— .

A

] 5 im —] 5

Fonte: (engenheiraco.blogspot.com)
RESP:

Observe que a viga € simétrica (cada reacao deve ser a metade da resultante
total)

DCL inicial:

Observe que o carregamento pode ser dividido em trés areas retangulares.

Assim dos exemplos anteriores e da tabela 01 do item (5.1.4.2.2), vem que:

a) Fpy=A; =(15%* 6)9KN:; Fro=A4,=(3x9) =27KN; Fpz =A; =
9KN

b)F =15/2 = 0,75m; X;y3=-=15m; X;5=075m

Figura 136: Exemplo 3

FR2 = 27kN
J'FR1 = 9kN l J'FR3 = 9kN

— >
HA ’ 5%\: %
VA vB

0,75m

!\ ! 1,5m | 1,5m | /!

Fonte: autor
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Aplicando as equac0es de equilibrio da estatica, vem:

ZFH=0:. H,=0 KN

ZMA)=O #=9%3,75+3V; —27%154+9%075=0 =3V —675=0=
3V =675 = Vg=22,5KN

Zszo.-. Vy4Vg—9—-27-9=0 = V,+225-45=0 =V, —225=0

V,=22,5KN
DCL final

Figura 137: Exemplo 3°

6kN/m 9kN/m 6kN/m

corenl LU oo

NS A

VA =22,5kN | 1 vB =22,5kN

Q .5m 3m ‘ 1,5m>‘
———————

Fonte: autor

6.9 Reacbes de apoios em vigas simplesmente apoiadas sujeitas a um
carregamento combinado.

Neste item vamos aprender o calculo de reacdes de apoios para vigas sob
carregamento combinado. Acompanhe a resolucéo dos exemplos a seguir

1°) Calcule as reacdes de apoios para a viga abaixo e mostre o DCL final.
Figura 138: Exemplo 1

0=60°
3KN| 4KN 1kN/m
UL LLLLLLLLLLLLL
A 7;/; AB

!1m|1m| am A
| |

Fonte: autor

RESP:
DCL inicial:
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2), vem:
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a)Fr=A=5x1=5KN
b))TA:L/2=5/2:2,5m
Figura.139: Exemplo 1

4*sen60°
3kN FR 5kN

Hi»lllllilllliliilllllllllllll
n Comser e
om [om |/ e |

Fonte: notas de aula (Estrut. Isostaticas)

Aplicando as equacfes de equilibrio da estatica, temos:

zFH=0:. Hy—4%cos60°=0 =>H;,—2=0 = H,=2KN

zMA>=O # 5V5—5%25—4sin60°*2—3%x1=0 =5/, —2243=0 =

Vy =2243 = Vz =4,48KN

zFV—O f Vi+Vy—3—4sin60°—5=0 = V,+448—-3—346-5=0

V,—698=0 =V,=6098KN

DCL final:
Figura 140 — Exemplo 1 0= 60°
3kN| 4kN 1kN/m

LIl LILLLLTLLLLLLL

A
’%IA = 6,98kN VB = 4,48kl\%
‘ 1m ‘ 1m ‘ 3m A
[ [ [

Fonte: notas de aula (Estrut. Isostaticas)

2°) Calcule as reacdes de apoios para a viga abaixo e mostre o DCL final.

Figura 141: Exemplo 2

o = 40°
2kN 6kN/m

A o>, [IITIIITIIITII] &

|/1rn ‘1m‘ 4m
[ T I

Fonte: notas de aula (Estrut. Isostaticas)
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RESP:

DCL inicial:

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2), vem:
a)FR=A=6x4=24KN

b) X, =2+ Lrer/2=2+4/2=2+2=4m

Figura 142: Exemplo 2

0 = 40°
2*sen40° | FR = 24kN
A end I 1 =
% 2*cos40° % HB
VA VB

| 1m ‘1m| 2m | 2m |
|

Fonte: notas de aula (Estrut. Isostaticas)

Aplicando as equacdes de equilibrio da estatica,

zFH —0: Hp+2%c0os40°=0 = Hy+153=0 = Hp=—1,53KN

temos:

zMA =0 ~ 6Vg—4%24—-2sin40°*1=0 = 6V —97,28 =0 = 6Vz =97,28

Vg =16,21 KN

ZFV=O.'. Vy+ Vg —24—2sin40°=0=V, + 16,21 —24 — 1,29 =0V, —9,0 = 0

Vao=908KN
DCL final:
Figura 143: Exemplo 2
e = 40°
2kN 6KkN/m

A o>, [TITIITIITIIT] B

<l

% ,%, HB = 1,53kN
VA = 9,08kN VB = 16,21kN
I 1m ‘ 1m ‘ 4am
I | |

Fonte: Notas de aula (Estrut. Isostéticas)
(Hs resultou negativa, por isso, inverteu o sentido no DCL final)
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3°) Calcule as reacfes de apoios para a viga abaixo e mostre o DCL final

Fig. 144: Exemplo 3
6 = 30°

16kN
8kN*m 2KN/m

A © o> JTITIIIIIITIIL &

|2m’2m’ 4m
| | |

Fonte: notas de aula (Estrut. Isostaticas)

RESP:
DCL inicial:
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2), vem:
a)FR=A=4x2=8KN
b)X,=4+Lrer/2=4+4/2=4+2=6m

Fig. 145: Exemplo 3

e = 30°
x> o

16*sen30 FR = 8kN

A BKN*m i i 1 B
e >
CC 7~ N\ A
HA % 16*cos30° CF
VA vB

|2m|2m| 4m
I T { =

Fonte: notas de aula (Estrut. Isostaticas)

Quando existirem momentos externos aplicados na estrutura eles deverao ser

incluidos na equacdo dos momentos.
Aplicando as equacgBes de equilibrio da estédtica, temos:

ZFHzo.-. Hy+16+c0os30°=0 = Hy+1386=0 = Hgz=—13,86KN
ZMA D=0 8V5—6+8—16+5in30°«4+8=0 =8V —72=0 = 85 =72
VB=9KN
EF}=O&m+%f4%46mﬁm=0=>m+9—8—8=0=>n—7=0

V,=7KN
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DCL final:

Figura 146: Exemplo 3

0=30°

16kN
8kN*m 2kN/m

A /c o> JITITIITITITL B

: \
HA = 13,86kN % 7%7
VA = 7kN VB = 9kN
‘ 2m ‘ 2m ’ 4dm
\ i i

Fonte: notas de aula (Estrut. Isostaticas)

4°) Calcule as reagOes de apoios para a viga abaixo e mostre o DCL final:

Figurald7: Exemplo 4
| 20kN 10kN/m

vl LULJVLULLLLL DD ULLLL UL LD

S T

Fonte: autor
RESP:

DCL inicial
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2), vem:
a) FR=A=9x10=90KN
b)X,=L/2=9/2=45m
Figura 148: Exemplo 4

A C

izokN iFR=90kN

|e 4,5m %le 4,5m ﬁl

Fonte: autor
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Aplicando as equacbes de equilibrio da estatica, temos:
2}%:0; H;=0KN
E}@)=0a5n—mnas+m*4=0:5%+35=0m@=—%::

Vg = —7KN
E}wzoa%—mfAO—mzo:>%—7—m%aozo:vg—n7=o:

Vg =117 KN
DCL final:
Figura 150: Exemplo 4

| 20kN 10kN/m

v ULLLVLLLLVLLLLLDLLLLILLLLLLLLL

VB = 117kN VC =7kN
- 4m S 5m A

Fonte: autor

6.10 Reacbes de apoios em vigas inclinadas sob cargas externas

Nesse item vamos aprender a calcular reacdes de apoios em vigas inclinadas
sujeitas a um carregamento vertical uniformemente distribuido podendo ocorrer dois
casos explicados a seguir
A) Reacdes de apoios em vigas inclinadas sujeita a um carregamento g vertical

uniformemente distribuido.
Figura 151: exemplo 4°

q
LLLLLLLLLELLL D e

T
4

S

Adaptado de (Junior, Eloy 1999)
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Nesse caso, 0 carregamento g esta distribuido ao longo do comprimento

horizontal a e ndo ao longo do comprimento L da viga. Portanto, o valor da resultante

7

é:
Fp=Age = (q*a)
O ponto de aplicacdo da resultante em relacdo ao apoio A, é:

)_( _ a
172
Assim o DCL inicial fica como mostrado abaixo
DCL inicial:

Figura 152: exemplo 4°

FR =qg*a
I ) le
A T
vB
L b
A 0 b
—t—
HA
VA

Adaptado de (Junior, Eloy 1999)
Observe que a forca resultante Fp € vertical, logo ndo possui componente

horizontal, assim a reacédo H, é ZERO.
Exemplos:
1°) Calcule as reacdes de apoios para a viga abaixo e mostre o DCL final.
* \Viga € simétrica: as reacdes verticais sao iguais e valem a metade da forca resultante total.

Figural53: Exemplo 1
4kN/m

R UASU U A AUA S A A
AN

3m

b

A

— am ]

Adaptado de (Junior, Eloy 1999)
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RESP:

DCL inicial:
a)FR=A=(gxa)=(4x4)=16 KN
bX,=al2=4/2=2m
Figura 154: exemplo 1
| FR = 16 kN

! ! l B

Fonte: autor

Aplicando as equac@es de equilibrio estatico, vem

ZFH=0:. H,=0 KN

ZMA>=O WAV —16%2=0 24V, —32=0 =4V, =32 = Vz = 8KN

ZFV=O AV, +Vy—16=0>V,+8-16=0 = V,—-8=0 = V,=8KN

DCL final:
Figura 155: Exemplo 1

4kN/m

N LLLLLLLLLLLL D B

VB = 8kN

r
N

VA = BKN

.

Fonte: autor
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2) Calcule as reacdes de apoios para a viga abaixo e mostre o DCL final.

Figura 156: Exemplo 2

4kN/m B
—
— A
% —_—
—
—
2 3m
—
—
—
= v
—
A

‘e 4dm %—‘

Fonte: autor

Nesse caso, 0 carregamento q esté distribuido ao longo do comprimento
vertical b e ndo ao longo do comprimento L da viga. Portanto, o valor da resultante
é:

FR =A = (qxb) = (4x3) = 12KN
O ponto de aplicacdo da resultante em relacao ao apoio A, é:
X,=b/2=3/2=15m
Assim o DCL inicial fica como mostrado abaixo
Figura 157: Exemplo 2

FR = 12kN 1,5m

1,5m

Fonte: autor
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Aplicando as equacfes de equilibrio estatico, vem:
ZFH=0:. Hy—12=0 KN = H,
D = —12KN (inveter o sentido no DCL final)

ZMA =0 4V —12%15=0 24V3,—18=0 =4V, =18 = Vz =4,5KN

ZFVZO '.'VA+VB:0 = VA+4‘,5:0

V4 = —4,5 KN (inverter o sentido no DCL final)

DCL final:
Figura 158: Exemplo 2°
4kN/m B

—
— A
—
—
—
— 3m
ﬂ —
— VB = 4,5kN
= I
—

<+

HA = 4,5kN

%VA = 12kN

‘e 4m %‘

Adaptado de (Junior, Eloy 1999)

6.11 ReacOes de apoios devidas ao peso préprio em vigas inclinadas.
O peso préprio de uma viga homogénea e de secado transversal constante
pode ser considerado como um carregamento uniformemente distribuido ao longo

do comprimento L da viga atuando na direcéo vertical e com sentido para baixo.
Figura 159: Exemplo 2°

q
Peso Préprio

s

Adaptado de (Junior, Eloy 1999)
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Nesse caso, a carga (peso proprio) se distribui ao longo do comprimento L da
viga, logo o valor (Fg) da resultante é:
*Fr= (q+L)
Pode ser necessario usar o teorema de Pitdgoras ou uma relacdo trigonométrica para

encontrar o comprimento L da viga

O ponto X, de aplicacéo da resultante em relacéo ao apoio A, é:
*X,=al2
Assim para o DCL temos que:
DCL inicial:

a)FR=A=(gxL)

byX,=al/2

Figura 160: exemplo 2°

’ xa=al2 al2 ‘

[ [ I
Adaptado de (Junior, Eloy 1999)
Exemplos:
1°) Calcule as reacdes de apoios para a viga abaixo e mostre o DCL final
* Viga é simétrica: as reacgdes verticais séo iguais e valem a metade da for¢a

resultante total.

RESP:

115



DCL inicial:
Figura 161: Exemplo 1

a) FR=A=(QqxL)=1+V42+32=1%V/25=1+x5=5KN
b)X,=a/2=4/2=2m

Figura 162 — Exemplo 2

Fonte: notas de aula (Estrut. Isostatica)
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Aplicando as equacbes de equilibrio da estatica, temos:
ZFHZO-'- HA=0
ZMA>=O # 4V —5%2=0 24V3—10=0 24V, =10 =V =2,5KN

Zszo “Vy4Vy—5=0= V,+25-5=0 =V, -25=0 =V, =25KN

DCL final:

Figura. 163 — Exemplo 1

Adaptado de (Junior, Eloy 1999)

6.12 ReacOes de apoios em vigas sujeitas a carregamento triangular e

combinado.

Neste item aprenderemos a calcular reacbes de apoios em vigas sob

carregamento triangular e combinado. Acompanhe a resolugéo dos exemplos abaixo

1°) Calcule as reacdes de apoios para a viga abaixo e mostre o DCL final.
Figura 164: Exemplo 1

12kN

AWB

‘e 6m %‘

Fonte: autor
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RESP:
DCL inicial:
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2), vem
a) FR = A= (qxL)/2 = (12x6)/2 = 36 KN
b) Xooo= L /3 =6/3 =2
Figura 165: Exemplo 1

l FR = 36kN

A B

HA

—

Fonte: autor

Aplicando as equacbes de equilibrio da estética,

zFH=0:. H,=0KN

zMA>=O "BV —36%2=0=26V;—72=0 26V =72 =Vz=12KN

% VA ?VB
] 2m

temos:

ZFV=O cVy+Vy—36=0=V,+12-36=0 = V,—24=0 =V, =24KN

DCL final:

Figura 166 — Exemplo 1
12kN

WALVA = 24kN VB = 12kN$

e -

Fonte: autor

2°) Calcule as reacdes de apoios para a viga abaixo e mostre o DCL final.
Fig. 167 — Exemplo 2

2kN 8kN
A M 32

1,5m 1,5m

= = ‘

Fonte: autor
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RESP:

DCL inicial:

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2), vem
a)Fp = Arpia =(@xL)/2 =(8x3)/2 = 12 KN

b) X,=2L/3 = (2x3)/3 =2m
Figura 168 — Exemplo 1

LZKNLFR = 12kN

A B
—t>

HA —

$VA VB%

| 1,5m | | 1m |
[ | |

Fonte: autor

Aplicando as equacbes de equilibrio da estatica, temos:
ZFHZO.‘. HAIO
Eﬁ@)an3%—1%@—2*L&:O:3%—27=O:3%=27:

Vg =9KN

E}yzo:w;+%—2—12=0:>m+9—2—12=0:»m—szo =

Va=5KN
DCL final:
Figura 169 — Exemplo 1
2kN 8kN
A B
%VA=5kN VB¥9kN$

1,5m 1,5m ‘
. —_— e —

Fonte: autor
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6.13 Reacbes de apoios em vigas sujeitas a carregamentos trapezoidais
Veremos agora o calculo de reacdes de apoios para vigas sob carregamento

trapezoidal
A) Carregamento trapezoidal tipo 1
Para carregamentos trapezoidais tipo 1 temos:

1°) Calcule as reacdes de apoios para a viga abaixo e mostre o DCL final.

Figura 170 : Exemplo 1

Fonte: autor
RESP

DCL inicial:
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2), vem:
a) Fp = Arrap = (Q +q)L /2 = (10 +5).6/2 = 45KN
b) Ponto de aplicacdo da resultante em relacédo a carga g (carga de menor valor):

o _L(g+2Q) 6(5+2x10)
77 3(g+Q)  3(5+10

=3,33m

Figura 171: Exemplo 1

FR = 45kN l

Fonte: autor
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Aplicando as equacdes de equilibrio da estatica, temos:
ZFH =0~ Hy=0KN
ZMAD 0 . —3,33%45=0 = 6V; — 149,85 =0 = 6V = 149,85
Vg = 24,98 KN
Zszo WV +V3—45=0 = V,+2498-45=0 =V, —20,02=0

V,=20,02KN
DCL final:
Figura 172: Exemplo 1

EkN 10kN
A crrTrrTTITITIITITLLL B
AN AN
J‘wa = 20,02kN %vs = 24,98kN

'.'.:-—|

2°) Calcule as reacdes de apoios para a viga abaixo e mostre o DCL final.

L em

Fonte: autor

Figura 173: Exemplo 2

6kN

A

— 6m %|

Fonte: autor
RESP:
DCL inicial:
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2), vem
a)FR=A=(6+3).6/2=27KN
b) Ponto de aplicacdo em relacdo a carga Q (carga de maior valor):
_ LQ+29) 4(6+2%4)

=30+ "~ 36+e E™M
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Figura 174: Exemplo 2
i FR = 20kN

e

HA
$VA VB %
| 1,87m 2,13m ; |
I !

Fonte: autor

Aplicando as equagbes de equilibrio da estédtica, temos:

zFH:O:. HB=O

2}@):0a4m—2mm37=0:4%—3mm=0z4%=3zm.:
Vg =935KN
zﬁv=oam+mrao=0:Lg+a%—2m=o:Lg—w55=o:

V,=10,65KN

DCL final:
Figura 175: Exemplo 2
A B
$VA = 10,65kN %vs = 9,35kN

L e

Fonte: autor

B) Carregamento trapezoidal tipo 2

Para carregamentos trapezoidais tipo 1 temos:

1°). Calcule as reacdes de apoios para a viga abaixo e mostre o DCL final.
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Figura 176: Exemplo 2°
3SKN/m

A —cTtTILILLLILLLLLILL g
N 2N

‘

2m | 4m
|

Fonte: autor
RESP:
DCL inicial
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2), vem
a) FR=A=(L+b)q/2 =(6+ 4)3/2 = 15KN (b— comp. do carregamento
uniformemente distribuido)
b) Ponto X; de aplicacdo da resultante em relacdo ao inicio do carregamento
uniforme (apoio B)
o @-p*H  (6°-4%
"T3(L2-b2)  3(6%2-42)
Figura 177: Exemplo 1

=2,53m

FR = 15kNi
B

I >

HB °
WALVA VB JAF
3,47m 2,53m |
I |

Fonte: autor

Aplicando as equacbes de equilibrio da estatica, temos:

ZFH=0-'- HB=O

ZMA>=O © 6V —15%347 =0 = 6V — 52,05 =0 = 6V = 52,05 =
Vg = 8,68 KN

ZFV=O ~Vy+Vyg—=15=0>V,+868—-15=0 =V, —-632=0 =
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Vy=6,32KN
DCL final:
Fig. 178: Exemplo 1

3kN/m

A <32 JLLLLLLLLLLLLLD B

%VA = 6,32kN ?VB = 8,68kN

| 2m 4m ‘
I i E——

Fonte: autor
3°) Calcule as reacdes de apoios para a viga abaixo e mostre o DCL final.
Figura. 179: Exemplo 3

8kN/m 2kN/m

Aglillllmm%,g
|

2m ’ 3m
f

_
Fonte: Notas de aula (Estrut. Isostaticas)

RESP:

Observe que esse tipo de carregamento forma uma area poligonal e ndo
consta na tabela 01 (item 5.1.4.2.2), assim vamos resolvé-lo por decomposic¢do de
area.

DCL inicial:

a) Decompondo a area do carregamento em dois retangulos e um triangulo,

calculando e posicionando a resultante correspondente a cada area obtida,

temos:

124



Fig. 180: Exemplo 3

FR1=16kN FR2=23kN

r___t___f-i— j FR3—6kN
HAI AN
A1 A2 A3
J‘FVA 0.5m vs%
|1m | 2m | /| 1,5m \
[

| [ | \
Fonte: Notas de aula (Estrut. Isostéticas)

FR1=Al=(2x8)=16 KN Xa1=Lret1/2=2/2=1m
FR2=A2=(8-2).3/2=9KN  X,,=2+Lmi/3=2+(3/3)=3m
FR3=A3=(3x2)=6KN  Xp3=2+Lwets/2=2+(3/2)=2+15=35m

Aplicando as equacbes de equilibrio da estatica, temos:

ZFHZO.‘. HA:O

ZMA) 0 . —6%35-9%3—-16+1=0 =5V —64=0 = 5V = 64
Vp =12,8KN
Zszo “Vy+V3—6-9-16=0 = V,+128-31=0 = V,—182=0

V,=18,2 KN
DCL final:
Fig. 181: Exemplo 3

8kN/m 2kN/m

R A A A A A 3 A o o e A

?LVA = 18,2kN VB = 12,8kN$
| 2m 3m
[ |

‘

Fonte: Notas de aula (Estrut. Isostéaticas)

Todos o0s exercicios anteriores também podem ser resolvidos por
decomposicédo de area.
Antes de continuar aprendendo a calcular reacfes de apoios é necessario

aprender novos conceitos que serdo explicados no capitulo a seguir.
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CAPITULO VII

7. ESTABILIDADE DE ESTRUTURAS NO PLANO

A andlise da estabilidade de estruturas pode ser uma tarefa bastante
complexa. Nesse capitulo vamos aprender simplificadamente alguns conceitos
elementares adaptados de (Cascédo, Maria 2009) e que serao necessarios para a

continuidade do nosso estudo
7.1 Conceito de estruturas estaveis

Sao aquelas capazes de permanecerem em equilibrio sob qualquer
configuracéo de carregamento néo sofrendo translacdo e nem rotacao.

Vimos que no plano existem trés possibilidades de movimento, assim uma
condicdo necessaria, mas nado suficiente, para que uma estrutura seja estavel no
plano € possuir no minimo trés reacdes de apoios, desde que, elas ndo sejam

concorrentes ou todas paralelas entre si
7.2 Conceito de estruturas instaveis

S&o aquelas que ndo sao capazes de permanecerem em equilibrio sob todas
as possiveis configuracbes de carregamento. No plano, isso ocorre quando a
estrutura possui menos de trés reacdes de apoios ou quando ela possui trés ou mais
reacoes, tal que, elas sdo ou concorrentes ou todas paralelas.
Fig. 182: Estrutura instavel
P1 iPZ

HA»A \. Bﬁl{ HB
Tun

Adaptado de: Cascéo, Maria (2009)

Apesar de possuir trés reacdes a viga acima é instavel, pois as reagdes sédo
concorrentes no ponto A, assim ndo impedem o giro da barra em torno do referido

ponto.
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Na figura abaixo a viga possui quatro reacdes (VA, VB, VC e VD), porém é
instavel, pois as reacdes sao paralelas e ndo impedem o deslocamento da viga para
a direita sob a acdo da componente horizontal da carga P1.

Fig. 183: Estrutura instavel

A\I:1 B c D
o e e e

Adaptado de: Cascao, Maria (2009)

7.3 Conceito de estaticidade de uma estrutura

De modo pratico podemos entender estaticidade como sendo a capacidade
de uma estrutura para manter-se estatica (parada) permanecendo estavel quando

solicitada por cargas externas
7.4 Classificacdo das estruturas quanto a estaticidade

Quanto a estaticidade as estruturas podem ser classificadas em hipostéticas,

isostaticas e hiperestaticas.
Adaptado de: Cascao, Maria (2009)

A) Estruturas isostaticas

Sao aquelas em que o numero de reacdes € exatamente igual ao minimo
necessario para torna-la estavel e estaticamente determinada, ou seja, séo
estruturas estaveis e nas quais as reacdes de apoios podem ser calculadas pela
aplicacdo direta das equacgfes de equilibrio que estéo disponiveis para elas.

Para que uma estrutura com mais de trés reacdes seja isostatica, €
necessario que ela possua ligacoes internas articuladas (rotulas), pois cada rotula
fornece uma equacao extra de equilibrio (3 Mg4; = 0 - a soma dos momentos na

rotula é ZERO), ver item 3.2.1. Por exemplo, se uma estrutura possui quatro
reacdes, nem concorrentes e nem paralelas, entdo para ser isostatica deve ser
estavel e possuir uma rotula interna, pois assim teremos uma equacgao extra que
somada as trés equacdes de equilibrio da estatica completara um total de quatro
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equacdes, assim ficaremos com quatro reacdes e quatro equacdes. Além disso deve
ser estaticamente determinada, ou seja, deve ser possivel calcular as reacfes de
apoios e as reacoes internas na rotula aplicando diretamente as quatro equacoes de
equilibrio disponiveis, logo para ser isostatica no plano uma estrutura devera cumprir
simultaneamente as seguintes condic¢des:

12) Apresentar trés ou mais reacfes ndo concorrentes e nem paralelas.

2%) Possuir o numero de reac¢des igual ao nimero de equacdes de equilibrio
gue estdo disponiveis para ela (lembre-se: para qualquer estrutura estdo disponiveis
pelo menos as trés equacdes de equilibrio da estética vistas no item 6.1)

3%) Permitir calcular as reacdes de apoios e as rea¢des nos vinculos internos,
se existirem, pela aplicacdo direta das equacfes de equilibrio disponiveis para a
estrutura.

(Adaptado de Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2009)
Observe que as estruturas dos exemplos que resolvemos até aqui eram

estaveis e possuiam sempre trés reacdes ndo concorrentes e nem paralelas que
puderam ser calculadas pela aplicacdo direta das equacdes de equilibrio estético
disponiveis para elas, logo eram todas estruturas isostaticas.

As estruturas isostaticas sdo o0s objetos de estudo dessa apostila

B) Estruturas hiperestaticas

Sao aquelas em que o numero de reacfes de apoios € maior que 0 minimo
necessario para torna-la estavel.

A estrutura abaixo é estavel, e permanecera estavel mesmo que a reacédo VB
(apoio B) seja retirada, portanto, possui mais reacfes (4) que 0 minimo necessario
(3) para ser estavel, assim é hiperestatica. A reagdo ou apoio em “excesso” sdo
chamados de redundantes.

Figura 184: Estrutura hiperestatica (“excessivamente estavel”)

A

q
na (= TTITITTIT] °
/ mA
VA VB%

Fonte: autor

-
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As estruturas hiperestaticas sdo também estaticamente indeterminadas, pois
0 numero de reacdes € maior que o de equacdes de equilibrio disponiveis. Assim as
reacdes ndo podem ser obtidas pela aplicacdo direta das equacfes de equilibrio
estatico disponiveis para ela.
(Adaptado de Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2009)
Nessa apostila ndo vamos estudar estruturas hiperestaticas.

C) Estruturas hipostaticas
Sao aquelas que possuem menos reacdes que 0 Minimo necessario para

torna-las estaveis séo, portanto, estruturas instaveis. Observe o exemplo abaixo

Figura 185: Estrutura hipostatica (instavel)

\P»] i P2 Movimento
A B
VA VB

Adaptada de Leet (2009)

A viga acima € hipostética, pois possui apenas duas reacdes de apoios e, no
plano, uma estrutura necessita de no minimo trés reacdes ndo concorrente e néo

paralelas para ser estavel.
(Adaptado de Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2009)
As estruturas hipostaticas sdo instaveis, assim ndo tém interesse para a

engenharia
7.5 Grau de hiperestaticidade (gh) das estruturas:

Na prética podemos entender grau de hiperestaticidade (gh) como uma
medida da estaticidade de uma estrutura manter-se estatica permanecendo estavel
gquando solicitada por cargas externas. Na literatura em geral encontramos as
seguintes defini¢cbes:

*gh < 0 (estrutura hipostaticando é insuficientemente estatica, ou seja,

é instavel)
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* gh =0 (estrutura isostatica — suficientemente estatica, portanto,
estavel)

* gh > O(estrutura hiperestatica estatica em excesso, ou seja,

excessivamente estavel possuindo n reagdes a mais do que o minimo necessario
para torna — la estavel)

Podemos obter uma indicacdo do grau de hiperestaticidade (gh) de uma
estrutura através das equacdes abaixo retiradas de notas de aula da disciplina de
Estruturas Isostaticas.

A) Para vigas:
gh=(@-3)—n,

Onde:

r— numero de reacdes de apoios.

3— as trés equagdes de equilibrio da estética que estéo disponiveis para toda
estrutura.

n,— numero de rétulas internas (rétulas séo nos)

Como exemplo aplique nas vigas dos exercicios resolvidos anteriormente e
obterd gh = 0.

Nas figuras abaixo estdo mostradas duas excec¢des a regra:

Figura 186: Exemplos de estruturas com gh=0, mas que sao hipostaticas

A B c
A B
VA VB Ve Toa

Fonte: Almeida, Maria (2009)

Para ambas, temosr =3 e n, = 0, logo:
gh=0r-3)-n,=B-3)—-0=0

Porém, ndo séo isostéticas, visto que, séo instaveis. Na primeira as reagdes
séo paralelas e ndo impedem o movimento da viga na dire¢céo horizontal, na segunda
séo concorrentes e ndo impedem o giro da viga em torno do apoio A.
B) Para porticos:

gh=@Bb+r)—-3n—-10—1,..

Onde:
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b— numero de barras que formam o poértico

r— numero de reagdes de apoios

n— numero de nds na estrutura (rétulas sao nos)

[, = (b; — 1)— numero de barras que chegam na rétula 1 menos 1

[, = (b, — 1)— numero de barras que chegam na rétula 2 menos 1 e assim
por diante.

Abaixo mostramos uma excecao a regra

Figura 187: Exemplos de estrutura com gh=0, mas que é hipostatica

P,
B, 2% ¢ OC ‘ o
—> — -1 D

Q}E

¥}
> f E _
‘{/ <]||VA h

Fonte: autor

Temos: barras = 3; reacdes = 4; nés = 4, rétulas 1, logo 11 = (2-1), logo:

gh=@Bb+r)-3n—-1l;, 2 gh=B3*4+4)—-3+*5—-(2—-1)=16-15-1=16 -
16=0

porém, ndo € isostética, pois € internamente instavel. Observe, na figura a
direita, que as reacdes impedem a rotacdo e o deslocamento da estrutura como um
corpo rigido, mas ndo impedem o giro, devido a carga P2, da parte CDE em relacao
a parte ABC
C) Para trelicas
gh=Mb+r1r)—2n

Onde:

b— numero de barras

r— numero de reacdes

n— numero de nos
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Essas equacdes fornecem uma condi¢cao necessaria, mas nao suficiente, para
determinacao do grau de hiperestaticidade de uma estrutura. Em cada caso deve-se

analisar também a estabilidade da estrutura para confirmar o resultado.
7.6 VIGAS GERBER

As vigas Gerber sao utilizadas em estruturas pré moldadas e, de modo pratico,
podem ser definidas como um conjunto de vigas onde uma ou mais tém estabilidade
propria e servem de apoio para outras que ndo tém estabilidade propria. Os vinculos
internos entre elas funcionam como articulagdes, ou seja, ndo impedem a rotagao
entre as vigas sendo nula a reacdo momento. Portanto, nesses vinculos internos as
reacdes sdo apenas duas forcas internas que impedem deslocamentos relativos
entre as vigas. Adaptado de: Janior, Eloy 1999

As figuras abaixo mostram a representacao de uma viga Gerber utilizada em

pontes e o detalhe da ligacéo entre elas chamada de dente Gerber

Figura 188: Grau de hiperestaticidade Figura 189: Dente Gerber
I r__l e |
! : !
s |
! i
==k [

Fonte: internet(nippromove.hospedagemdesites.ws)
O modelo estrutural para a viga Gerber CDE da figura acima esta

representado abaixo.

Figura 190: Representacdo de uma viga Gerber

— .

H A T T A A

Fonte: internet(ecivilnet.com)
Os circulos representam os dentes Geber funcionando como rotulas
7.7 ReagOes de apoios em vigas geber
O calculo das reacdes deve comecar pelas vigas sem estabilidade propria

(aquelas apoiadas sobre outras) sendo util o seguinte roteiro:
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A) Desmembrar a viga Geber nas rotulas e resolver primeiro as vigas sem
estabilidade prépria acrescentando na rotula dessas vigas um apoio do 1° ou do 2°
género (1 ou 2 reacbes) de modo a transformar a viga sem estabilidade propria numa
viga isostatica (estavel e estaticamente determinada).
B) aplicar as equacdes de equilibrio da estatica para calcular as reacdes externas e
internas (na roétula) da viga sem estabilidade prépria
C) transferir as reacdes internas (reac¢des na rétula) com os sentidos invertidos para
a outra parte da estrutura e resolvé-la. Continuar essa sequéncia até que todas as
vigas tenham sido resolvidas.
D) Fazer o DCL final da viga (se necessario)

Exemplos:

1°) Calcule as reacdes de apoios para a viga Geber abaixo e mostre o DCL
final.

Figura 191: gh para porticos
1kN/m

WHHTR LT L

R WAY

o

Fonte: autor

B

RESP:

A) Grau de hiperestaticidade (gh):

Aplicando a equacéo da letra A do item (7.3.2), temos:

gh=0-3)—n, =>gh=(4—-3)—1=4—-4=0(possivelmente
isostéatica)

B) Reacdes de apoios:

Para calcular as reacdes desmembramos a viga Gerber AB na viga AR
(estavel) e na viga RB sem estabilidade prépria, pois ela esta apoiada na viga AR
através da rotula, assim deve ser resolvida primeiro. Veja ainda que o apoio B
oferece uma reacao para a viga RB, entdo devemos acrescentar na rétula (R) um
apoio do 2° género, pois necessitamos de mais duas reacfes para tornar a viga RB
isostatica e, portanto, estavel e estaticamente determinada.

DCL inicial da viga RB:
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* Forga resultante Fr e seu ponto de aplicacao
FRrRe =Are=(Lrexq)=(2x1)=2KN e Xg=Lrs/2=2/2=1m
Figura 192: Viga RB

iFR = 2kN
R
B
H—>R @,
Reacodes T %
internas
na rétula R VR
L m | m
|

Fonte: autor
« Aplicando as equacbes de equilibrio da estatica, temos:

YF,=0- Hy =0KN

zMR>=O W25 —2%1=0 =2V —2=0 22V =2 = Vz=1KN

sz=O SVp+Vp—2=0=Vg+1-2=0 > Vx—-1=0 = Vg=1KN

* Transferindo os esforgos internos e resolvendo a viga AR:
FRar = Aar=(LAr X Q) = (3x 1) =3 KN
X,=Lar/2=3/2=15m

Figura 193: Viga AR

iFR=3kN lVR= 1kN
O

HA MA
- -
A —
VA R
1,5m | 1,5m
_ |

Fonte: autor

Aplicando as equacbes de equilibrio da estatica, temos:
ZFH =0. Hy=0KN
ZMA>=O “M;—1%3-3%15=0=>M,—-75=0=> M,=75KN.m

Zszo '.'VA_VR_3=0 = VA_1_3=O = VA_4‘=O = VA=4'KN
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D) DCL final da viga Gerber.
Figura 194: Exemplo 1

MA =7,5kN.m 1kN/m
AR e
Va R %
VA = 4kN VB = 1kN
= 3m ﬁ\e 2m 4,-\

Fonte: autor

* Observe que a viga AB ¢é estavel e possui quatro reagdes nem concorrentes
e nem paralelas, ou seja possui trés ou mais reacoes.

* A rotula R oferece uma equagado extra(}; Mz = 0)que somada as trés
equacOes da estatica fornece também quatro equacdes, portanto, o niumero de
reacdes (incognitas) € igual ao numero de equaclGes de equilibrio que estédo
disponiveis para a estrutura.

» As reacdes de apoios e as reacgdes na rotula interna foram obtidas aplicando-
se diretamente as equacdes de equilibrio disponiveis para a estrutura

Portanto, a estrutura € isostatica, ou seja, estavel e estaticamente
determinada.

Ver as condi¢cbes A, B e C da letra A do item 7.3.1

2°) Calcule as reacdes de apoios para a viga Geber abaixo e mostre o DCL final.
Fig. 195: Exemplo 2

30kN 20kN i

\mﬁm

c B £ D
1,5m | . 1,5m 1,5m \‘

Notas de aula (Estrut. Isostaticas)

RESP:
A) Grau de hiperestaticidade (gh):
Aplicando a equagéo da letra A do item 7.3.2, temos:
gh=(@r-3)—n, >gh=04—-3)—1=4—-4=0 (possivelmente isostatica)

B) Reacdes de apoios:
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Para calcular as reacdes desmembramos a viga Gerber AD na viga AC
(estavel) e na viga CBD sem estabilidade propria, pois ela esta apoiada na viga AC
através da rétula, assim deve ser resolvida primeiro. Veja que o apoio B oferece
apenas uma reacgdo para a viga CBD, entdo devemos acrescentar na rétula C um
apoio do 2° género, pois necessitamos de mais duas reacdes para tornar a viga CBD
isostatica (estavel e estaticamente determinada).

C) DCL inicial da viga CBD
Para encontrar a resultante do carregamento triangular, no trecho CB,
precisamos calcular a carga concentrada q. no ponto C. Aplicando semelhanca de

triangulos para o trecho ACB (fig. 196), temos:

= — = = =
Logo:

FRce = Ace = (Lre x @) / 2 = (1,5x 15) /2 = 11,25 KN
Xc=Lce/3=15/3=05m
Figura 196: Exemplo 2

qc 7 15kN
/" | FRcb = 11,25kN 20kN i
HR
—» O
B *— D
TVR T
C vB
0,5m
[ /| 1m | 1,5m |
== 1 T =

Fonte: autor
VR e HR sdo as reagdes internas na rotula C

Aplicando as equacfes da tabela 01 (item 5.2.5), temos
FRce =Acs = (Lecexq)/2=(1,5x15)/2=11,25 KN
Xc=Lce/3=15/3=05m

D) Aplicando as equacdes de equilibrio da estatica, temos:
ZFH =0~ Hy=0KN
ZMC>= 0.~ —11,25%x0,5+15Vz—20*x3 =0 = 1,5V3 -5,625-60=0

1,5V5 — 65,625 =0 = 1,5V = 65,625 = Vg = 43,75 KN
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ZFV=O WV +Vy—11,25-20=0 = Vg +43,75— 11,25 — 20 = 0

Ve +125=0 = Vg= —-12,5KN
(O sinal negativo indica que o sentido correto de V € para baixo e como os esforgos internos

sédo transferidos para a outra parte com sentido invertido V, ficara para cima na rétula C da viga AC)

E) Encontrando a resultante do carregamento trapezoidal sobre a viga AC e o0 seu
ponto de aplicacéo
Figura 197: Exemplo 2

0=30KN [T T Trrrr e = 1540
N <
O

A C
1,5m I
=

Fonte: autor

Aplicando as equacg0Oes da tabela 01 (item 5.2.5), temos
* Forcga resultante
FRac = Atrap = (30 + 15).1,5/2 = 33,75 KN
* Ponto de aplicacéo da resultante em relagcédo a carga Q
— L@+2.qc) 1530+2+15)
AT 3@+0Q ~  3(30+15)
F) Localizando a resultante e transferindo a reacdo VR para a viga AC

DCL inicial da viga AC
Figura 198: Exemplo 2

=0,67m

FR = 33,75kN VR =12,5 KN
Q = 30kN fﬁ\i ’
HA  [<MA = 15kN
e o
* A c
va

X, =0,67m 0,83 m
Fonté: autor

G) Agora calculamos as reagcbes no apoio A plicando as equagbOes de

equilibrio da eatética:
ZFH =0~ Hy=0KN

Z My =0 My+125+15-3375%0,67 =0 = M, +18,75 — 22,61 = 0
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M,—386=0 = My,=3,86 KN.m
ZFV=O 2V, 4+125-3375=0 > V, —21,25=0 = V, = 21,25KN

H) DCL final da viga Gerber
Figura 199 — Exemplo 2

30kN

20kN i
A c B é D
VA = 21 95kN T
VB = 43,75kN

1,5m 1,5m 1,5m ‘
—=

Fonte: autor

* Observe que a viga ACBD ¢é estavel e possui quatro reacfes ou seja possuli
trés ou mais reacdes nem concorrentes e nem paralelas.

* A rétula C oferece uma equacgédo extra() M = 0) que somada as trés
equacdes da estéatica fornece também quatro equacfes, portanto, o nimero de
reacdes (incognitas) € igual ao numero de equacdes de equilibrio que estédo
disponiveis para a estrutura.

» As reacdes de apoios e as reacgdes na rotula interna foram obtidas aplicando-
se diretamente as equacdes de equilibrio disponiveis para a estrutura

Portanto, a estrutura € isostatica, ou seja, estavel e estaticamente
determinada.

Ver as condi¢cbes A, B e C da letra A do item 7.3.1

3°) Calcule as reacfes de apoios para a viga Geber abaixo e mostre o DCL final.

Figura 200: Exemplo 3

20KN/m 30kN|  30KkN/m i40kN
rrarrrres 2 A
\-—y p_—y
A B c — D E —
1m
4m | 2m | 2m | 2m | | 3m
<~ T | | =1 |

Fonte: Junior, Eloy (1999)
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RESP:

A) Grau de hiperestaticidade gh

Aplicando a equacéo da letra A do item 7.3.2, temos:
gh=@—-3)—n, =>gh=((5-3)—-2=5-5=0 (possivelmente isostatica)
B) Reacdes de apoios

Para calcular as rea¢cdes desmembramos a viga AE nas rotulas em trés vigas
AB, BD DE. As vigas BD e DE nédo possuem estabilidade prépria (apoiadas), assim
devem ser resolvidas primeiro. Vamos comecar a resolucdo pela viga de
extremidade DE. Veja que ela necessita de mais duas reacdes (apoio do 2° género)
para tornar-se estavel e determinada (isostatica), assim:

DCL inicial da viga DE
Figura 201: Viga DE

l40kN
HD =
— C

Tvo =T
B

Fonte: autor

VD e HD sao reagdes internas na rotula

B) Aplicando as equacgbes de equilibrio da estatica, temos:
ZFH =0~ Hy=0KN
ZMD>=0 W A4V —40x1=0 24V, —40=0 =4V; =40 = Vy;=10KN

ZFV=O.'.VD+VE—40=0=>VD+10—4O=O =>V,—=30=0 = V,

=30 KN
C) Transferindo os esfor¢os internos e resolvendo a viga BD (DCL inicial):
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2), vem
FRep = Aesp = (Lep X gsp) = (30 x 6) = 180 KN
Xp=Lep/2=6/2=3m
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Figura 202: Exemplo 2°

SOKNL lFR = 180kN lVE

HB
—

D

O
B TVB © ﬂc

‘ 2m |1m|1m’ 2m |
| I { T

Fonte: autor
VB e HB sdo reagdes internas na rétula

Aplicando as equacbes de equilibrio da estatica, temos:
ZFH =0 Hg =0KN
ZMB =0~ 4V, —30%2—-180%x3—-30x6=0 = 4V, —60—-540—-180 =0
Ve—780=0 = 4V, =780 = V.:=195KN
Zszo “Vg+V,—30—-180—-30=0 = Vz+195—-240=0

Vg —45=0 = Vg =45KN

D) Transferindo os esforgos internos e resolvendo a viga AB (DCL inicial):
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2), vem
FRaB = Aag = (Las X gaB) = (20 x 4) = 80 KN
X,=Lag/2=4/2=2m

Figura 203: Viga AB

FR = 80kN

MA lVB = 45kN
va =
| 2m | 2m |

Fonte: autor

Aplicando as equacdes de equilibrio da estatica, temos:
ZFH =0~ Hy=0KN
ZMA Dzo " My—80%2—45%x4=0 = M, —340=0 = M, =340 KN.m
Zszo 2V, —80—45=0 > V,—125=0 = V,=125KN
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DCL final da viga Geber AE:
Figura 204: Exemplo 3

MA = 340kN.m o 30kN| 30kN/m l40kN
@ cr BN URUR JUR AU AU AUV
p—y p—
*/ A B c AN D 5
VA = 12,5kN  VC = 195kN VE = OkNT
1m

4m |2m|2m|2m L/| 3m‘

| | | I | |

Fonte: Janior, Eloy (1999)

» Observe que a viga ABCDE possui cinco reacfes nem concorrentes e nem
paralelas, ou seja possui trés ou mais reacoes.

» Cada rétula oferece uma equagao extra(}; Mz4s; = 0)que somadas as trés
equacOes da estética fornecem também cinco equacdes, portanto, 0 numero de
reacdes (incégnitas) € igual ao niumero de equacdes de equilibrio que estdo
disponiveis para a estrutura.

* As reacgdes de apoios, incognitas do problema, podem ser obtidas aplicando-
se diretamente as equacdes de equilibrio disponiveis

Portanto, a estrutura € isostética (estavel e estaticamente determinada).

Ver as condi¢cbes A, B e C da letra A do item 7.3.1.
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CAPITULO VIII
8. Estruturas reticuladas planas: conceito e reacdes de apoios
8.1 Conceito de estruturas reticuladas planas
Estruturas reticuladas planas sdo aquelas constituidas por duas ou mais
barras coplanares interligadas através de nds rigidos ou articulados.

As figuras abaixo séo representacdes do modelo estrutural de um pértico e

de uma trelica planos exemplos de estruturas reticuladas planas.

Figura 205 - Pértico Figura 206 - Trelica
fﬂ<ﬂ/l>j\“‘\3
Fonte: internet(slideplayer.com.br) Fonte: internet(bemvi.org)

Na representacdo do modelo matematico para o célculo das reacdes de
apoios em estruturas reticuladas séo utilizadas as seguintes convencgoes:

A) As barras que constituem a estrutura sédo definidas por um né inicial e um
NO fiNal  ee—

B) N6 rigido é aquele que ndo permite rotacdo das barras sendo representado
por uma bolinha cheia

C) No articulado (rétula) é aquele que permite a rotacdo das barras que
conecta, portanto ndo transmite momento entre as barras sendo representado por

uma bolinha vazia (0)
Adaptado de: Junior, Eloy (1999) e de Almeida, Maria (2009)
8.2 Pérticos planos

Estrutura reticulada plana em que as barras sdo conectadas somente por nds

rigidos ou por nos rigidos e articulados formando um quadro aberto.
Adaptado de: Junior, Eloy (1999) e de Almeida, Maria (2009)
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8.3 Principais tipos de poérticos isostaticos quanto as condi¢cdes de apoio e de
vinculacéo entre as barras
Neste item veremos os principais tipos de porticos planos
A) Portico livre e engastado ou em balanco:
Sao estruturas tipo poértico nao rotuladas e engastadas numa extremidade

e livres na outra como mostra a figura abaixo.
Figura 207 - Pértico em balango

Fonte: internet(slideplayer.com.br)
B) Pérticos bi-apoiados:
S&o aqueles que possuem dois apoios sendo um do 1° e o outro do 2° género

e sem roétulas internas como mostra a figura abaixo.
Figura 208 — Pdrtico bi-apoiado

Fonte: internet(slideplayer.com.br)
C) Pérticos tri-articulados
Sao aqueles que possuem dois apoios do 2° género e uma rétula interna

como mostra a figura abaixo
Figura. 209 — Pdrtico tri-articulado

Fonte: internet(slideplayer.com.br)
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D) Porticos com tirante ou com escora
Sao poérticos biapoiados com uma rétula interna e uma barra de ligacéo
descarregada e rotulada nas extremidades e que funciona como um tirante quando

tracionada ou como uma escora quando comprimida.

Figura 210 — Pértico atirantado

C OD
E F
A B

Fonte: Adaptado de Sussekind 1981

E) Pérticos compostos
S&o aqueles que possuem dois ou mais apoios sendo ao menos um deles um
engaste. Esses porticos podem ser desmembrados em uma ou mais partes com

estabilidade prépria e em outra(s) sem estabilidade propria

Fig.211 — Pértico livre Fig. 212 — P6rtico composto
X — — C F G
————
i 5 B B | I J
A s A E H
A R s ak

Fonte: Sussekind 1981
No portico da esquerda a parte que possui estabilidade propria € a barra
engastada e livre CD enquanto que no poértico da direita as partes que possuem
estabilidade propria sdo: a barra engastada e livre AB, e o pértico tri-articulado
EFGH. Os porticos BCD e 1JK sdo os que ndo possuem estabilidade propria. A figura

abaixo mostra a decomposicao do portico da direita da figura acima.
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Figura 213- Pértico composto desmembrado

=l

Fonte: Sussekind 1981

8.4 Reacdes de apoios em porticos engastado e livre e em pdorticos bi-
apoiados

Nesses porticos as reacdes de apoios sao calculadas construindo-se o DCL
inicial e aplicando-se diretamente as trés equacfes de equilibrio da estética.
Acompanhe a resolucao dos exemplos a seguir

1°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reac6es de apoios e mostre o DCL final

para o portico engastado e livre abaixo.
Figura 214 — Exemplo 1

P = ZKNL

— {
4

A
| 3m
Fonte: autor
RESP:

A) Grau de hiperestaticidade gh
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Aplicando a equacéo da letra B do item 7.3.2 (ndo existem rétulas, logo 11 =
I2 = 0), assim temos:
gh=@b+1r)=3n—-1l,—1,.. 2gh=0B*3+3)—-3%4—-0=12-12=0
(possivelmente isostatico)
B) Reacdes de apoios:
DCL inicial:
Figura 215 — Exemplo 1

P=2kNi

-

4m

Lok
VAT

o

Fonte: autor

Aplicando as equacbes de equilibrio da estatica, temos:
zFH =0. Hy=0KN
zMA >=0 “My—2%3=0=>M;—-6=0=> My;=6KN.m

szzo “V,—2=0 = V,=2KN

DCL final:
Figura 216 — Exemplo 1
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P =2kNl

—r

4m

MA = 6kN.m A
TVA = 2kN
3m
—_—=
Fonte: autor

Portanto, isostatico

Ver as condi¢cbes A, B e C da letra A do item 7.3.1

2°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reac6es de apoios e mostre o DCL final

para o portico engastado e livre abaixo.
Figura 217 — Exemplo 2

10kN/m
 HHLUHTTTLLLL]
2m
v 10&»
2m
N A
3m | 2m |

Adaptado de: Junior, Eloy (1999)
RESP:

A) Grau de hiperestaticidade gh:

Aplicando a equacéao da letra B do item 7.3.2 (ndo existem rétulas, logo | =
0), temos:
gh=@Bb+r)—=3n—-1,—1l,.. =>gh=3B%2+3)—3%x3-0=9-9=0
(possivelmente isostatico

B) Reacdes de apoios:
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DCL inicial:

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos que:

a) Fp = Age; = 10x5 = 50 KN Xi=-=25m

Figura 218 — Exemplo 2

FR = 50kN

Iy v 1

e
Ié 5 m"—‘/—l-éz;s m~>|

Fonte: adaptado de: Junior, Eloy (1999)
Aplicando as equacbes de equilibrio da estatica, temos:
ZFH =0~ H+10=0 > H, = —10KN (inverter o sentido no DCL final)
ZMA>=O & My—10%¥2-50%25=0 > My;—145=0 > My, =145KN.m

Zszo “V,—-50=0 = V,=G50KN

DCL final:

Figura 219 — Exemplo 2
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10kN/m

- LILLLLLLLLLLL
2m
v 10kN =
2m MA = 145 kN.m /
T HA = 10kN T
VA = 50kN

_sm | 2m |
I | 1

Fonte: Adaptado de: Junior, Eloy (1999)
Portanto, isostatico

Ver as condi¢cbes A, B e C da letra A do item 7.3.1

3°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reacdes de apoios e mostre o DCL final

para o portico biapoiado abaixo.
Figura 220 — Exemplo 1°

5kN/m
VILLLLLLLLLLLLL
T c D
7*3: 12kN
2m
4 A B
| . 6m o

Fonte: Cascéo, Maria (2009)
RESP:

A) Grau de hiperestaticidade gh:
Aplicando a equacéao da letra B do item 7.3.2 (ndo existem rétulas, logo | =
0), temos:
gh=@Bb+r)-3n—-l;,—-1l,.. =2gh=0B%*3+3)—3%x4—-0=12-12=0
(possivelmente isostatico)

B) Reacdes de apoios
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DCL inicial:

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos que:
a) Frep =Acp = 5x6 = 30 KN Xi=3;=3m
Figura 221- Exemplo 3

lFR = 30kN

T P D
3
12kN
—P
2m
v HA | A B
e p—
tva Tve
|_om | am__|
|

Fonte: Cascéo, Maria (2009)
Aplicando as equac0es de equilibrio da estatica, vem:

ZFH =0~ Hy+12=0 = Hy=-12KN (inverter sentido no DCL final)

ZMA>=O:. 6V —30%3—12%2=0 =6V —114=0 = 6V = 114 =
Vg =19 KN
ZFH=0.'. Va+Vs—30=0 =V, +19-30=0 =V, -11=0 =V, =11KN

DCL final:
Figura 222 — Exemplo 3

SkN/m
LLLLLLLLLLLLLL]
T c o
sm 12kN
2m
J{ A B
HA = 12kN 77~ —
TVA=11kN TVB=19KN

L e ]

Fonte: Maria, Almeida

Portanto, isostatico
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Ver as condicfes A, B e C da letra A do item 7.3.1
4°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reacdes de apoios e mostre o DCL final
para o portico biapoiado abaixo.

Figura 223 — Exemplo 4

10kN/m
R AR AR
I —| c D E
4m =
2kN/m [
v — B
2m 5 T
N =] A
_ 6m 2m

Fonte: Notas de aula (Estrut. Isostaticas)
RESP:

A) Grau de hiperestaticidade gh:
Aplicando a equacao da letra B do item 7.3.2 (ndo existem rotulas, logo | =
0), temos:
gh=@b+r)-3n-L1—-1,.. =>gh=0B%*4+3)-3x5-0=15-15=0
(possivelmente isostatico)
B) Reacdes de apoios:
DCL inicial:
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos que:

a) Frac = Aac = (2+x6) =12 KN XAC,A=§=3m

b) Frep = Acp = (10 x 8) = 80 KN Xcpa = g =

4m
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Figura 224 — Exemplo 4
lFR1 = 80kN

N C D E

3m

FR2 = 12kN
§o ey
B
3m P—
HA
b HA L LA Tve
s
Tva

L e

Fonte: Notas de aula (Estrut. Isostaticas)

Aplicando as equacfes de equilibrio da estatica, vem:

ZFH =0~ Hy+12=0 = Hy=-12KN (inverter sentido no DCL final)

EHQD=O:JWF—%*4—H*3=O=:&%—%6=0:6%=3%
Vg = 59,33 KN
zFV=O aVy+Vs—80=0 = V,+5933-80=0 =V, —20,67=0

V,=20,67 KN
DCL final:

Figura 225 — Exemplo 4

10kN/m
LWLLLLLLLLLLLLL DL
T 5) c D E
4m =
2kN/m [
v — B
2m — .
L A TVB=59,33kN
HA = 12kN

TVA = 20,67kN
6m 2m
Fonte: Notas de aula (Estrut. Isostaticas)
Portanto, isostatico

Ver as condi¢cbes A, B e C da letra A do item 7.3.1
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5°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reacdes de apoios e mostre o DCL final

para o portico biapoiado abaixo.
Figura 226 — Exemplo 5

ZRNl
2kN/m

a2en LILLILLILLLLLL

C D E pa—

1kN 1 1TkN/m

T
T
i

Fonte: internet(slideshare)
RESP:

A) Grau de hiperestaticidade gh:
Aplicando a equacao da letra B do item 7.3.2 (ndo existem rotulas, logo | =
0), temos:
gh=@b+1r)=3n—-1l;,—1,.. =>gh=B*3+3)—3%4—-0=12-12=0
(possivelmente isostatico)

B) Reacdes de apoios:

DCL inicial:
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos que:
a)FR,CE=ACE=(2*5)=10KN XCE,A=§= Z’Sm
b) Frep = Acg = (1%3) =3 KN XCB,B=§=1,5m

2
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Figura 227 — Exemplo 5

ZKNl lFR1 = 10kN

2kN
E—
- c D E
1,5m
1kN FR2 = 3kN
- -
1,5m
HA
> A B

TVA : ) TVB

m
[1sm | /] 2T
I I I

Fonte: internet(slideshare)

Aplicando as equacfes de equilibrio da estatica, vem:

zFH=0-'- Hy+2-1-3=0 H,—2=0 =H,=2KN

zMAD 0 5 5V/g—2%3—-2+%15-10%25+1%1,5+3+1,5=0 =
. —28 =0 = 5/;=28 = Vg=560KN
ZszO W Vi 4Vg—2-10=0 = V,+56-2-10=0 =V,—64=0KN

V, =640 KN

DCL final

Figura 228 — Exemplo 5

ZkNl
ZkN/m

2en LLLLILILLLLLLL

T
1,5
1kIN : TKN/M
- <
* pa—
1 —
N

HA = 2kN

T VA = 6,40kN TVB = 5,60kN

|1,5m ]1,5m | 2m |
T L I

Fonte: internet (slideshare)
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Portanto, isostatico
Ver as condicfes A, B e C da letra A do item 7.3.1

6°). Calcule o grau de hiperestaticidade, as reacdes de apoios e mostre o DCL final

para o portico biapoiado abaixo.
Figura 229 — Exemplo 6

5.00 kN/m
VILLLLLLLLLLLLL]
C D |
5
1
B

A 4@
= 4.00 m —

Fonte: autor
RESP:
A) Grau de hiperestaticidade gh:
Aplicando a equacao da letra B do item 7.3.2 (ndo existem rétulas, logo | = 0),
temos:
gh=@Bb+r)-3n—-l;—-1l,.. =2>gh=B%*3+3)—3%x4—-0=12-12=0
B) Reacdes de apoios:
DCL inicial:
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos
que:
a)FR=A=5x4=20KN
b)X,=L/2=4/2=2m
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Figura 230 — Exemplo 6

Fp = 20 KN l

C D 71
&
S
1

 —
Hp
B
A
e S B
HA % 2.00 m 2.00 m
Va
Fonte: autor

Aplicando as equacfes de equilibrio da estatica, vem:
ZMAD =0 . —2Hg—20%2=0 = —2Hz—40=0 = —2Hz = 40 =
Hp = —20KN

ZFH:O-'. Hy+Hz=0 = H,—20=0 = H,=20KN

Zszo “V,—20=0 = V,=20KN

DCL final
Figura 231 — Exemplo 6
5.00 kN/m
TLLLLLLLLLLLLL]
b T
&
S
-«+— | L
Hp
A B
— >
HAZZOKN %4.0@m%

-y, =20KN

Fonte: autor
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Portanto, isostatico

Ver as condicfes A, B e C da letra A do item 7.3.1

7°). Calcule o grau de hiperestaticidade, as reacdes de apoios e mostre o DCL final
para o portico biapoiado abaixo

Figura 232 — Exemplo 7

12.00 kN/m
C T
D E -
S
N
B | |
AN
N £
A 6 = 36° =
|

M 400 m 200 m J

Fonte: notas de aula (estruturas Isostaticas)
RESP:

A) Grau de hiperestaticidade gh:
Aplicando a equacao da letra B do item 7.3.2 (ndo existem rotulas, logo | =
0), temos:
gh=@Bb+r)-3n—-1l;—1l,.. =>gh=B%4+3)—-3%x5—-0=15-15=0
B) Reacdes de apoios:
DCL inicial:
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos que:
a)FR=A=(6x12)/2=36KN
b)X,=2.LCE/3=(2x6)/3=4m
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Figura 233 — Exemplo 7

Fr =36 KN
-+
C D E e
S
B | Versinf o
tx -+
Vg cos 6 . Vp c
AN 5
S
H, A 6 = 36° o
— |
7%:7::: 4.00 m =t— 2.00 m ‘
Va

Fonte: notas de aula (estruturas Isostaticas)

Aplicando as equac0fes de equilibrio da estatica (ver DCL inicial), vem:
ZMAD: 0+ 4(Vgcos36°) —36*4 + 2(Vgsin36°) =0=
3,24V5 — 144 4+ 1,18V5 = 0 = 4,42V, — 144 = 0 = 4,42V; = 144 =V = 32,58 KN
zFH =0. Hy—Vzsin36°=0 = H, —32,58sin36°=0=>H, —19,15=0 =
H, =19,15KN
ZFV =0V, +Vzc0s36°—36=0=V,+32,58c0s36°—36=0=

Vi+2636-36=0=>V,-964=0= V,=964KN
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DCL final
Figura 234 — Exemplo 7

12.00 kN/m
-
D E =
(@)
S
N
B ‘\
. Vs = 32,58 KN
1/
' ' S
H, = 19,15 KN 0 = 36° ’ N
A |
4.00 m %L 2.00 m J

V, =959 KN

Fonte: notas de aula (estruturas Isostéticas)

Portanto, isostéatico

Ver as condicbes A B e C da letra A do item 7.3.1
8.5 Reacfes de apoios em poérticos tri-articulados

Para o calculo das reacdes de apoios em pérticos em poérticos tri-articulados
€ importante observar a posicdo relativa entre apoios e entre apoios e rotulas
internas
1°) caso: tri-articulado de apoios alinhados

Para o célculo das reacbes de apoios em porticos tri-articulados de apoios
alinhados é util o roteiro a seguir:

A) Construir o DCL inicial e aplicar () M = 0) em relacdo a um dos apoios
para obter a reacao vertical no outro apoio.

B) Aplicar (3 F, = 0) para obter a outra reacéo vertical

C) Desmembrar o portico na rotula e construir o DCL inicial da parte a
esquerda ou a direita da rotula (isolar a parte com menor numero de forgas, incluir
as reac0Oes de apoio dessa parte no DCL e aplicar (3 Mgs: = 0) para obter uma das
reacdes horizontais.

D) Aplicar (3. Fy = 0) para obter a outra reagéo horizontal.
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1°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reacfes de apoios, as reacdes na rotula

interna e mostre o DCL final para o portico tri-articulado abaixo.
Figura 235 - Exemplo 1

[RRRRARRIRRRRRRRRRRRRRAN
£ B
¥ 30kN»
:
M A% EA;

Fonte: Junior, Eloy 1999

RESP:

A) Grau de hiperestaticidade gh:
Aplicando a equacao da letra B do item 7.3.2 (existe 1 rotula), temos:

Lembre-se: rétulas sao nés, logo BC e CD sdo duas barras distintas que
chegam na rétula C, assim 11=(2-1) = -1
gh=0Bb+r)—-3n—-1l;,—1,.. =>gh=0B%44+4)-3x5-2-1)=16—-15-1
gh=16—-16=0

B) Reacdes de apoios:
DCL inicial:

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 3.8) sabemos que:
a) FR=A=20x6=120 KN
b)X,=L/2=6/2=3m
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Figura 236 — Exemplo 1

120.00 kt

47

1.00 m
O

30 kN

Hg

A
— —
A 4
VA B r VE

f=—300m
T

.00 m

200 m 300 m —=]

Fonte: Juanior, Eloy 1999
Aplicando as equacfes da estatica, temos:

ZM,D =0 6/g—3%120—30%3=0 = 6Vz—450=0 = 6V, = 450
Ve =175KN
Zszo AV +Ve—120=0 = V, +75—-120=0 =2V, —45=0 =V,
= 45KN
* Agora, para encontrar uma das reagdes horizontais vamos isolar a parte da

estrutura a direita ou a esquerda da rétula C e aplicar (3, M, = 0). Isolando a parte a

direita da rétula C, temos:
DCL inicial da parte CDE a direita da rotula C
*FR=ACD =20x4=80KN -X_C=LCD/2=4/2=2m
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Figura 237 — Exemplo 1

O D
C
£
O
S
<t
) E
LQOO «LQOO +-
aal Rl Ve = 75 KN

Fonte: autor
ZMCD:O:- 4Hp +4V; —80%2 =0 = 4Hp +4V;—160 =0
4H; +4 %75 —160=4H; + 300 — 160 =0 = 4H; + 140 =0 = 4H; = —140
Hy = —35KN
* Agora, observando o DCL inicial e aplicando (3 Fy = 0), temos:
ZFH=0 ~ Hy+Hp+30=0= H,—354+30=0 = H,—5=0 = Hy=5KN

C) Reacéo vertical (V) e horizontal (H;) na rétula interna C:
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Figura 238 — Exemplo 1

80.00 k

w
D)

= 400 m ——=¥
$

|

v
.——;OO

)

Hg = 35 KN
- | E
L 200 m <1> 200 m VE — 75 KN

Fonte: autor

Agora, vem:

sz=o aVe+Vp—80=0=V,+75-80=0 >V, —-5=0 = V,=5KN

zFH=0 # Ho—Hg=0 H,—35=0 > H;=35KN

D) DCL final
Figura 239- Exemplo 1
20.00 kN,/m 20.00 kN,/m
R AR R
S D
30.00 kN
=
3
M —t> <t
5.00 kN 7% 35.00 kN ﬁ
§ mn 400 m
s 4 © E
H,=5KN = 3
= 7o)
§< O~
;‘o [l
I N
N

Fonte: adaptado de Junior, Eloy 1999
Isostético pelos critérios das letras A, B e C da letra A do item 7.3.1
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2°) caso: tri-articulado de apoios néo alinhados entre si e nem com a rétula:
Roteiro para o calculo das rea¢6es de apoio:
A) Construa o DCL inicial da estrutura inteira.
B) Inicie a resolucéo escolhendo convenientemente a parte da estrutura & esquerda
ou a direta da rétula e aplique (3, Mg4; = 0) para obter uma primeira equacéo que
tem como incégnitas as duas reacdes do apoio da parte que foi escolhida para os
célculos (se for conveniente faca o DCL inicial da parte da estrutura que foi escolhida
para o célculo)
C) Considerando o DCL inicial da estrutura inteira aplique
(XM = 0 emrelacio ao apoio da outra parte) para obter uma segunda
equacao que também tem como incognitas as duas reacdes de apoio da primeira
equacao obtida no item B
D) Usando as duas equagOes obtidas monte e resolva um sistema (2 x 2) para
encontrar as reacdes do apoio da parte da estrutura isolada no item B.
E) Use (O Fy = 0) e (O Fy = 0) para encontrar as rea¢des no outro apoio
F) Se desejar obter as reacfes na rotula use o DCL inicial da parte da estrutura
isolada no item B (anote as reacfes de apoio dessa parte no DCL)
Aplicacéao:
1°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reacdes de apoios, as rea¢des na rotula

interna e mostre o DCL final para o pértico tri-articulado abaixo.
Figura 240 — Exemplol

00 KN

4.00 kN/m  4.00 kN5
ITITT7T1lTTT7TY

-«
> 5.00 kN
— | B C

o

800 KN/m
)
|
< 300 m = 200m -

— | A
RN
TZZOOm #Z.OOmJ

Fonte: notas de aula (Estruturas isostéaticas)

164



RESP:
A) Grau de hiperestaticidade gh:

Aplicando a equacéo da letra B do item 7.3.2 (existe 1 r6tula), temos:

Lembre-se: rotulas sado nés, logo BC e CD sdo duas barras distintas que
chegam na roétula C, assim 11=(2-1) e 12 = 0 (existe uma rotula).
gh=@Bb+r)-3n—-l;—-1l,.. =>gh=@Bx4+4)—-3*x5—(2-1)=16—-15-1
gh=16—-16=0
B) Reacdes de apoios:

DCL inicial da estrutura inteira:

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos que:

a) FR1 = AAB =8 x5=40 KN FR2 =ABD =4 x4 =16 KN

b)m=LAB/2=5/2=2,5 mzLBD/2=4/2=2m

Figura 241- Exemplo 1

16.00 kN
5.00 kN

<
5.00 kN

Hp
>
40.00 kN %

Hy

A

<
7%2.00 m -+ 2.00 m

Va

—250m —— 250 m —
|
EBOOm %LZOOm .

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)

* Iniciando a resolucéo pela parte ABC da estrutura a esquerda da rotula C
(menor numero de forgas) e aplicando (3, M = 0) obtemos uma primeira equagao

com duas variaveis, V, e Hy, que chamaremos de equacéo 1
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Logo:
ZMCD =0~ —2V,+5H,+40%25+8+x1=0 = -2V, +5H,+108=0 =

—2V,+5H, = —108 (eq 1)
Agora, considerando o DCL inicial da estrutura inteira e aplicando (3. Mz = 0)
obtemos uma segunda equacdo em termos das duas variaveis anteriores, V, e Hy, a

gual chamaremos de equacéao 2
ZME>=O oW =4V, +3H,; +40%05+16%2+5%2=0 =
—4V, +3H,+204+32410=0 = —4V, +3H,+62=0 =
—4V,+3H, = -62 (eq2)
Agora, usando as equacdes 1 e 2 montamos um sistema (2 x 2) e resolvemos

pelo método da adicédo, logo

-4V, +3H; =—-62 eq?2

Hy=-22KN e V,=-1KN
Agora, observando o DCL inicial da estrutura inteira aplicamos (3 F, =0) e

(3 Fy = 0) para calcular as reagfes no outro apoio:

ZFV=O W Ve +V,—16-5=0=2V;—-1-16-5=0=2V,-22=0 =

Ve =22KN

ZFH=0 # H+Hy+40-5=0 2 H; —224+40-5=0 =2 H; —274+40=0 =

H;+13=0= Hy= —13KN

C) Reacdes na rétula interna C usando a parte a esquerda da rétula (DCL inicial)
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Figura 242 — Exemplo 1

=
S
(o @]

il He
| I — T »>
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| >
I 40.00 kN Ve
=
[a>]

3 Hy =22 KN A
I ¢
T oo r#lmoo h’!\
v
Vi,=1KN

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)

sz=o “Ve—V,—8=05V,~1-8=0>V-9=0= Vc=9KN

zFH=0:. He—Hy+40=0 = H,—22+40=0 = H, +18 = 0 =

H:; = —18 KN (o sinal negativo indica que o sentido de H esta invertido)

DCL final da estrutura
Figura 243 — Exemplo 1

00 kN

4.00 KN 4.00 kN
fITrrrrircrrITye

— B c D 5.00 kN

LZOO m -

—
= - E

— Hy = 13KN

500m
800 K\/m

I Ve = 22KN

|

H, = 22 KN ﬁ Jﬁ J
2.00 m 2.00 m

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)

Isostético pelos critérios das letras A, B e C da letra A do item 7.3.1
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3°) caso: tri-articulado com apoio(s) alinhado(s) com a roétula

Roteiro para o célculo das reacdes de apoios
A) Desenhe o DCL inicial da parte da estrutura com um apoio alinhado com a rétula
e aplique (3 Mg4; = 0) para obter uma das rea¢es de apoio da estrutura.
B) Construa o DCL inicial da estrutura inteira e desenhe com sentido e valor corretos
areacao calculad no item A e em seguida use as trés equacdes de equilibrio estatico
para calcular as demais reacdes de apoios.
C) Se for necessario obter os esforcos na rétula desenhe o DCL inicial da parte
isolada no item A, anotando as rea¢des de apoio dessa parte com valores e sentidos
corretos e use (3 Fy) e (O Fy) para calcular as rea¢des na rétula.
D) Construa o DCL final da estrutura inteira.

Aplicagao:
1°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reacdes de apoios, as rea¢des na rotula

interna e mostre o DCL final para o pértico tri-articulado abaixo.
Figura 243 — Exemplo 1
12.00 kN/m

JLITT

O«
c 3.00 kN

B

400m
2.00 kN/m

K T 1T 1T 1T 1T T T T T T T T T

A

>
— 400 m A

Fonte: autor

RESP:

A) Grau de hiperestaticidade gh:

Aplicando a equagéo da letra B do item 7.3.2 (existe 1 rotula), temos:
Lembre-se: rétulas sdo nos, logo AC e CB sao duas barras distintas que

chegam na rétula C, assim 1= (2-1)
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gh=@Bb+r)-3n—-lL1—-1l,.. =>gh=B*x2+4)—-3%*3-(2-1)=10—-9-1
>
gh=10-10=0
B) Reacdes de apoios:
Considerando a parte CB da estrutura e aplicando (3; M = 0) temos VB
como Unica variavel, assim podemos obté-la diretamente.
DCL inicial da parte CB

.FR,CBZACB=(12+4)*§=32KN

o He+2q) 4(12+2:4) 80
7 3(q+ Q) 3(4 +12) 48~ "

Xo—Ponto de aplicacdo da resultante em relagéo a carga Q (carga de maior

valor)
Figura 244 — Exemplo 1
=
4
)
QO
[@N|
9|
v
O
| 1
167 m +== 2335 m
Vg
Fonte: autor
(a carga de 3 KN e a reacdo Hz ndo sdo necessaria, pois nao produzem momento na
rétula C)

ZMCD=0 © 4V —32%1,67=0 = 4V; — 53,44 =0 = 4V, = 53,44 =

Vg =13,36 KN
Agora, construimos o DCL inicial da estrutura inteira anotando a reagéo Vp
com sentido e valor corretos e aplicamos as trés equacgdes de equilibrio da estatica
para obter as demais reagoes.
DCL inicial da estrutura inteira
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos

que:
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.FR'AC=AAC=(4‘*2)=8KN e XA‘ACZLAC/2:4/2:2m
.FR,CB =32 KN e XQ,CB =1,67m

Figura 245 — Exemplo 1

Z
S
>
Hg
T ¢ o 3.00 kN AN B ;
&
8 ‘
N
Jﬁ 8.00 kN Vs = 13,36 KN
&
3
N Hy A
I —
A
VA —1.67 m 2.33 m

Fonte: autor

Logo:
ZMA =0+ —4Hp +4%13,36 —32%1,67+4%x3—-8%x2=0 =

—4H3953,44—53,44+12—16=0 = —4Hy—4=0 > —4Hz =4 = Hpg
= —1KN

ZFH=0:- Hy+H; +8-3=0= Hy+(-1)+8-3=0 > H,+4=0 =
H,=—-4KN
ZFV=O.'.VA+VB—32=O = V,+1336-32=0 =>V,—1864=0 =

V,=18,64 KN

C) Reacdes na rotula interna C usando a parte CB a direita da rétula (DCL inicial)
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Figura 246 - Exemplo 1

KN

32.00

H, 3KN Hp =1KN

\/
a
A

C > B
167 m r==—233m

Ve Vg = 13,36 KN

Fonte: autor

sz=o 2V, +1336-32=0 >V, —1864=0 = V=18,64 KN

zFH=0:. H.—1-3=0>= H;=4KN

D) DCL final
Figura. 246 — Exemplo 1
12.00 kN/m
4.00 kN/m
C LLITT>
T _ ¢
L 3.00 kN 1.00 kN
c i
o " Hp <
S L
N el 5
>t S
~ L
O q
= St =
5 i
] i
o Ll A
| i
< !
H,= 400 kN &
=k 167 m 2.33 m
M~
©
©
Il
X

Fonte: autor

Isostético pelos critérios das letras A, B e C da letra A do item 7.3.1
2°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reacdes de apoios, as rea¢des na rotula

interna e mostre o DCL final para o pértico tri-articulado abaixo.
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Figura. 247 — Exemplo 2

12.00 kN/m
T [ > 7
S 2| B C D

15.00 kA

5.00 m 3.00 m

Fonter:“autc;}
RESP:
A) Grau de hiperestaticidade gh:
Aplicando a equacéo da letra B do item 7.3.2 (existe 1 rétula), temos:
Lembre-se: rétulas sdo nos, logo BC e CD sdo duas barras distintas que
chegam na roétula C, assim 1= (2-1)
gh=@b+1r)=3n—-1l;—1,.. =>gh=0B*3+4)-3%4—(2-1)=13-12—-1
gh=13-13=0
B) Reacdes de apoios:
Considerando a parte CD da estrutura e aplicando (3, M = 0) temos como
Unica variavel, assim podemos obté-la diretamente.
DCL inicial da parte CD
Usando a semelhanca de triangulos verificamos que no ponto C a carga vale
6 KN

gec 12 3% 12
3= T dc=—7

3 6
Figura 248 — Exemplo 2

6.00 kN/m
m

c 7 D
\eaomn%

Fonte: autor

=6 KN
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Logo:
DCL da parte CD

6 *3 — LCD 3
FR,CD=ACD=T=9KN e XC:T=§=1m
Figura 249 — Exemplo 2
=
~
)
<
(@)
v
A
C > D
.00 m 2.00 m Vp

(A reagdo H, ndo é necesséria, pois ndo produz momento na rétula C)
ZMCD:O “3Vp—9%x1=0=> 3V, —-9=0>=>3V, =9 = Vp=3KN

Agora, construimos o DCL inicial da estrutura inteira anotando a reacao Vp
com sentido e valor corretos e aplicamos as trés equacdes de equilibrio da estética
para obter as demais reacoes.

DCL inicial da estrutura inteira
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos
que:

'FR,CD:ACD:6;3:9KN e )_(C=L%:§=1m

(L + LRET).q (5+ 3).15
° FR,AB = Arpap = 2 = > =60 KN

5 - (B —Leer’) (539
q 3(L2 _ LRETZ) - 3(52 _ 32)

= 2,04 m (ponto de aplicacao da resultante em

relacdo ao inicio do carreg.uniformemente distribuido q)

DCL inicial
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Figura 250 — Exemplo 2

3200 K

B C £ D
c
S
R A —p
60.00 kN
c
= Ha
QN — A
1
2
V4 — 200 m 4.00 m

Fonte: autor

Logo:
ZMADZO & —5Hp + 6V, —36%2—2,04%60=0 =

—S5Hp +6%3—72—1224=0 = —5H, + 18 — 1944 =0 = —5H, — 1764 =0
—5H, = 1764 = Hp=—3528KN

ZFH:O-'. Hy+Hp,—60=0 = H,—3528+60=0 = H,+2472=0
H,=—-24,72 KN
Zszo “Vy+Vp,—36=0 = V,+3-36=0=>V,-33=0 = V,=33KN

C) Reacdes na rotula interna C usando a parte CD a direita da rétula (DCL inicial)
Figura 251 — Exemplo 2

<
(@)
S
[@)]
He v Hp = 35,28 KN
_____ >0 —
C r > D
1
00 M| _— 500
Iy .
Ve Vp, =3 KN

Fonte: autor
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ZFV=O 2 Ve43-9=02V,~6=0= Vc=6KN

ZFH =0~ H.—3528=0 = H;=23528KN

DCL final:
Figura 252 — Exemplo 2

12.00 KN/m

00m ﬁZSC m w

7
1500

33 KN ;S,O@MMMM

)

-
24. 70 kN

Q
~
— 3.00 mMm ——

- 35.00 m

A
Hy, = 24,72 KN

VA:

Fonte: autor

Isostético pelos critérios das letras A, B e C da letra A do item 7.3.1

3°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reacfes de apoios, as reacdes na rétula
interna e mostre o DCL final para o pértico tri-articulado a seguir.
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Figura 253 — Exemplo 3

I _
—>
= 5| Mp=25KN.m =
- = =
= = 8.00 kNS 18.00 kN/m
= g c LLIellLILLE
:, —
%
%
Y
S
£ =B
s 8B
< —
—>
%
9
— 300 m 2.00 m —+ 2.00 m

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostéaticas)
RESP:

A) Grau de hiperestaticidade gh:
Aplicando a equacéo da letra B do item 7.3.2 (existe 1 rétula), temos:
Lembre-se: rétulas sdo nos, logo BC e CE sdo duas barras distintas que
chegam na rétula C, assim 1= (2-1)
gh=0Bb+r)—-3n—-1l;,—1,.. =>gh=0B*44+4)-3x5-(2-1)=16—-15-1
gh=16—-16=0
B) Reacdes de apoios:

Considerando a parte CE da estrutura, a direita da rétula C, e
aplicando () M = 0) temos VE como Unica variavel, assim podemos obté-la
diretamente.

DCL inicial da parte CE

- Leg 4
Frep =Ace = (qcg *Leg) = (8+4) =32KN e XC=T=§=2m
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Fig. 253 — Exemplo 3

FR,CE - 32 KN

20 KN

E

c '
L 200m +200md v

Fonte: autor

(A reacgédo horizontal H; ndo é necessaria, pois ndo produz momento em relacéo a rétula)

Logo:
zMCD— 4V, — (32+20)x2=0 = 4V, — 104 =0 = 4V, = 104 =
Vy =26 KN

Agora, construimos o DCL inicial da estrutura inteira anotando a reacéo Vp
com sentido e valor corretos e aplicamos as trés equacdes de equilibrio da estéatica
para obter as demais reacoes.

DCL inicial da estrutura inteira
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos que:
«Freg=Acg=32KN e Xup=3+-2%=3+>=5m

- L 8
'FR,AD:AAD:(QAD*LAD):(4*8):32KN e XA,AD:%:E:‘l'm
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Figura 254— Exemplo 3

D
W EK/ FR,CE =32KN
E % A 4
S R
N N 20 KN H
E
v
S — >
3, |F ¢ ’
32.00 kN
c FR,AD [
= V, =26 KN
S
<+
Hy
— A
A,
— 3.00 m 2.00 m 2.00 m
Va

Logo:

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)

zMAD =0~ —5Hg+7Vy— (32+20)*5—32%4—M, =0 =

—5Hp +7%26—260—128—25=0 = —5H; + 182 —413 =0 = —5H; — 231 =0
—5H; =231 = Hp=-462KN

ZFH=0-'- Hy+Hp+32=0 = H,—462+32=0 = H,—142=0 =

H, =14,20 KN

ZFV=O “Vy+Vy—32-20=0 = V,+26-52=0=>V,-26=0 =

V,=26KN

C) Reacglbes V; e H. na rétula interna C usando a parte CE a direita da rétula (DCL

inicial)
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Figura 255 — Exemplo 3

FR,CE - 32 KN
20 KN

H, Hgp = 46,2 KN

_____ O v <
c E
Hc 2.00 m —+ 2.00 m
l
Vg =26 KN

Fonte: autor

Logo:
Zszo W Ve4+26-20-32=0=2V,4+426-52-=0=> V,—26=0 =
Ve=26KN
ZFH=0.-. H-—462=0 = H;=462KN

DCL final:
Figura 256 — Exemplo 3

D
——" Mp =25KN.m

00 kN

300 m 4‘

NHHHWHHHHN
o

>

8.00 k & 300 kN/m

ITTTlIIT]

. 4620 kN ? E
=
v
O
O
O
[@N

400 KN/m

~=<—300m

4.20 KN

|
0N
O
O
3
N
O
O
3
N
O
O
3

2600 kN

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)

Isostético pelos critérios das letras A, B e C da letra A do item 7.3.1
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8.6 Reacdes de apoios em porticos biapoiados com tirante ou escora (porticos
atirantados)

Agora vamos aprender a calcular reacdes de apoios em porticos atirantados

Roteiro para o calculo das reacfes de apoios:

» Construir o DCL inicial da estrutura inteira e aplicar as trés equacoes de
equilibrio da estatica para calcular as reacdes de apoios como num pértico biapoiado

* Desmembrar na rotula e construir o DCL inicial de uma das partes da
estrutura (aquela com menor numero de forcas) e aplicar (3 Mg4s; = 0) para obter a
forca normal (N) na barra de ligagéo

» Se necessario calcule as reagdes na rotula interna

» Construa o DCL final da estrutura inteira

Aplicagao
1°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reacdes de apoios, as reac¢des na rotula

interna e mostre o DCL final para o pértico atirantado abaixo

Figura 257- Exemplo 1

2.00 kN/m
TR,
Lo s

a
O
Q

w)

£

h A B
AN VAN
= 400 m ——=

Fonte: Sussekind 1981
RESP:

A) Grau de hiperestaticidade gh:

Aplicando a equagéo da letra B do item 7.3.2. (existe 1 rétula), temos:
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As rétulas da barra de ligacdo CD nao sdo nds, pois ndo dividem as barras
AE e GB, assim l1=12=13=(2-1).

Logo:
gh=@b+r)-3n—-L -, —-1l;.. =>gh=B%x4+3)—-3%x4-3(2-1)
gh=15-12-3=15-15=0
B) Reacdes de apoios:

DCL inicial da estrutura inteira:

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos

que:

a) FR=Aec =2 x4 = 8KN

b) X, =LEc/2=4/2=2m

Figura 258 — Exemplo 1

R
4o

S 400 kNm

Hy 74& % B
Va <2.00m>L2.00m> Vg

Fonte: Sussekind 1981
Aplicando as trés equacdes de equilibrio da estatica, temos:

ZFH=0.'. H, = 0KN
ZMA>=O AV +4—4-8%2=0 24V —16=0=4V; =16 > Vz=4KN
Zszo"-VA+VB_8=O = VA+4‘_8=0 :VA_LI‘:O: VA=4KN

C) Forca normal na barra CD
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Aqui vamos cortar a barra CD para mostrar a forca normal interna Ncp e usar
a barra GB para calcular a forca normal Ncp na barra CD
DCL inicial
Figura 259 — Exemplo 1

(o
&C\

4.00 kNm

|
sl

B
AN

Adaptado de: Sussekind 1981

(A reagdo Vz ndo é necessaria, pois ndo produz momento na rétula G)
zMG >=O o _ZNCD+MG=0 = _ZNCD+4=O=> _ZNCD=_4

Ncp = 2KN
(O resultado mostra que a barra CD esté sendo tracionada pela forca Nop = 2 KN)
D) Reacdes na rotula interna G usando a barra GB (DCL inicial)
Figura 260 — Exemplo 1

4

VG 1 HG

6 g)—--p
S| ¥ ¢ /[\
= £
= o
Nep =2 KN = S

————————- R D
£
8
(o]
B \/
.

Vg =4 KN

Adaptado de: Sussekind 1981
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Logo:
ZFV:O 2 Ve+Vg=0=2V+44=0>
V¢ = —4 KN (o sentido correto é para baixo)
ZFH=0-°- H;,—2=0= H;=2KN

DCL final da estrutura inteira
Figura 261 — Exemplo 1
2.00 kN/m

[ITTTTITTITTERTA,
U

E

4.00 KNm

A & @ B
= =1
= == 200 m 2.00 m =+
= S
< ~+

Fonte: Sussekind 1981
Isostético pelos critérios das letras A, B e C da letra A do item 7.3.1

8.7 Reacbes de apoios em portico compostos

Um portico isostatico com dois apoios € composto se um dos apoios for do
3° género

1°) caso: Pértico composto com dois apoios e uma rétula interna

Roteiro para o calculo das rea¢0es de apoios

a) Desmembrar na rotula, construir o DCL da parte sem estabilidade propria
e aplicar (3 Mgp4; = 0) para encontrar a reacao vertical dessa parte da estrutura

b) Construir o DCL da estrutura inteira desenhando a reacdo vertical ja
calculada com valor e sentido corretos e aplicar as trés equagfes de equilibrio da
estatica para obter as demais reacdes de apoios

» Se necessario calcule as reacdes na rétula interna.
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* Construa o DCL final se necessario
Aplicacao
1°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reagdes de apoios, as reacdes na

rétula interna e mostre o DCL final para o pértico composto abaixo
Figura 262 — Exemplo 1

6 = 30° >\ H

’é 400 m —=1— 300 m —

ﬂ

. A B
’ TAN

— 300 m —— 300 m — 2.00 m |

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostéaticas)
RESP:

A) Grau de hiperestaticidade gh:
Aplicando a equacdo da letra B do item 7.3.2 (existe 1 rétula), temos:
Lembre-se: rétulas internas sédo nés, logo CD e DE séo duas barras distintas
gue chegam na rotula D, assim 1= (2-1)
gh=3Bb+r)—-3n—-l1—-1l,.. =>gh=0B*x7+4)—-3%x8—-(2—-1)=25-24-1
gh=25-25=0
B) Reacdes de apoios:
* Considerando a parte DBEFGH, sem estabilidade prépria, e aplicando
(X M, = 0) temos VB como Unica variavel, assim podemos obté-la diretamente

DCL inicial da parte DEBFGH (sem estabilidade prépria)
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Figura. 263 - Exemplo 1

4

1%

— 300 m —— 300 m —} 2.00 m |

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)

Logo:
ZMD =0 ~3Vg—3%(6cos30°)+3x(6sin30°)=0 =3V —156+9=0=

p—66=0= 3V =66 > Vp=2,20KN
Agora, construimos o DCL inicial da estrutura inteira anotando a reacao Vp
com sentido e valor corretos e aplicamos as trés equacdes de equilibrio da estéatica

para obter as demais reacoes.

DCL inicial da estrutura inteira
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Figura 264 — Exemplo 1

6 KN I 6senf

0
__AV G

6cos O

£

(@)

Q

N

|

4\ C D E F
£

(@)

S

¥ A

AR B
— 7 A

>3

a

<%

— 300 m —— 300 m — 2.00 m |

Va Vg = 2,20 KN
Fonte: notas de aula (Estruturas Isostéaticas)

Logo:
ZMD =0 ~My4+6Vy—7%(6c0s30°)=0=> M, +6%22—-3637=0 =
My +13,2—-3637=0 > My, —23,17=0 = My=23,17KN.m
Zszo “Vi+Vg—6%(sin30)=0 = V,+22-3=0= V,—0,80=0
V,=0,80 KN
ZFH=0.'. Hy+6%(cos30°)=0 = H,+52=0 = H,=-520KN

C) Reacdes na rotula interna D pela direita (DCL inicial)
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[
I
- : 6sind
6 = 30° I
€ 6c¢cosH
S
N
\_ HD O
----- >
=
< 1
Vo '
Vb VAN B
F— 200 m —— 300 m —} 2.00 m |
Vg = 2,20 KN

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas

Logo:
ZFV=O.'. Vp+Vs—6%(sin309 =0 >V, +22-3=0= V,—08=0
Vp = 0,8 KN
ZFH=0:- Hy+ 6% (c0s30°) =0 = Hy+52=0 = Hp=—52KN

DCL final
Figura 266 — Exemplo 1
6 KN

6 = 30° /;>\\\‘ H
G

400 m —==1— 300 m —
@)
o
m
-n

M, = 23,17 KN.m

A

A

A B
H, =520 KN t A 2
— 300 m —— 300 m —} 200 m |
Vy = 080KN Vg = 2,20 KN

ronte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)
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Isostético pelos critérios das letras A, B e C da letra A do item 7.3.1

2°) caso: Portico composto com dois apoios e duas rétulas internas

Roteiro para o célculo das reacdes
A) Iniciar a resolucéao construindo o DCL inicial da parte sem estabilidade propria,
aquela que contém o apoio do 2° género e usar () M = 0) em relacdo a primeira
rétula para encontrar uma das reacdes no apoio de 2° género se esse apoio estiver
alinhado com a rétula. Em seguida usar (3; M = 0) em relagédo a outra rotula para
encontrar a outra reagédo no apoio de 2° género. Quando o apoio de 2° género nao
estiver alinhado com uma das rétulas obteremos duas equacdes cujas variaveis
serdo as reac¢des do apoio de 2° género, assim montamos e resolvemos um sistema
2X2 para encontra-las
B) Construir o DCL inicial da estrutura inteira, desenhar com valor e sentido corretos
as reacOes do apoio de 2° género calculadas no passo anterior e aplicar as trés
equacdes de equilibrio da estética para obter as demais reacdes de apoios.
C) para encontrar as reac¢des nas rétulas internas desmembre a estrutura em cada
rétula por vez, construa o DCL inicial, incluindo as reacfes de apoio e use (3. Fy) e
(> Fy) para obter as reacges internas

Aplicacéao:
1°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reacdes de apoios, as rea¢des nas rétulas

internas e mostre o DCL final para o portico composto abaixo

Figura 267- Exemplo 1
10.00 kN/m

[TILILIITL * %L

100m

3.00 kN &
E

LZOO m |1'OO

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)
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RESP:
A) Grau de hiperestaticidade gh:

Aplicando a equacao da letra B do item 7.3.2 (existe 1 rotula), temos:

Temos duas rétulas internas (rétulas internas séo nos) e I11 = 12 = (2-1).
gh=0@Bb+7r)-3n—-1l;—1,.. =>gh=B*5+5) —-3B%6)—2%(2-1)
gh=20-18-2=20—-20=0
B) Reacdes de apoios:

Agora, construimos o DCL inicial da parte CFDB, sem estabilidade propria e
aplicamos sucessivamente(} M, = 0) e (3 M = 0) para obtemos as reac¢des no
apoio de 2° género alinhado com a rétula D (apoio B)

DCL inicial da parte CFDB

Figura 268 — Exemplo 1
<
)
—
©
F o D _ _
-
(@)
—
< —
3.00 kN =
¢ )
Hp S

—
. Yol B
17.00 m Vs

Fonte: autor

Logo:

ZMDzO:.ZHB—l*S:O > 2H;—3=0 =2H;=3 = Hp=15KN

ZMD =01V +1H; —10%05=0 = 1Vz+1%15-5=0 =1V3—3,5=0

VB = 3, 5 KN
Agora construimos o DCL inicial da estrutura inteira, desenhamos as reacdes
ja calculadas com valor e sentido corretos e aplicamos as trés equacdes de equilibrio

da estatica para obter as rea¢des no engaste (apoio A)
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DCL inicial da estrutura inteira:

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 3.8) sabemos que:

a) Frrp = 10 KN e }_(A,FD=2+L%=2+%=2,5"1
b) Frec = Apc = (10 % 2) = 20 KN e )_(A,FD=LFTD=§=1m
Figura 269 — Exemplo 1
=
([
= =
S F D B
& =
! 5
E 300 kN £
¢ B s
N —
Hp =15 KN .
()
Vg =3,5KN =
HA A B ’ o~
4 M S
W m |1.00 m®5OOlI6O r!h
Va

Fonte: autor

Logo:
ZFH=0.'. H,+Hz—3=0= H;+15-3=0= H;—15=0 = H,
D =1,5KN
ZMA =0.M,+3Vg—2Hz +3%3—-10%25-20%1=0=

M,+3%35—-2%15+9-25-20=0 =M, +105-3+9—25—-20=0=
M,+195-48=0 =M, —285=0 = M, =285KN.m

ZFV:O "VA+VB_10_20:0 = VA+3,5_30:0 :VA_26,5:0 =

V,=26,5KN
DCL final da estrutura inteira
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Figura 270 — Exemplo 1

10.00 kN/m

10.00 kN/m
[TTTITTY T

E C

1.50 kN

— 2.00 m

A
1.50 KN 3%8.50 KN
.00 M

2620 KN

Fonte: autor

D) Reacdes V;, e Hp na rétula interna D usando a barra DB (DCL inicial)

-«
5.00 kN

A B

390 KN

Figura 271 — Exemplo 1

H
VD : HD

D Y ====% > =l

(@]

S

3.00 kN &

()

B =
Hz = 1,5KN

Vg = 3,5 KN

Fonte: autor

Logo:

L 200 m — Q0 m Q0 m

z Fp=0+Vp+Vg=0=>V,+35=0= Vp=-3,5KN (sentido invertido —

o sentido correto de Vp é para baixo)

ZFH=0'°'HD+HB_3=0:>HD+1r5_3=0 =>HD—1,5=0=>

Hp,=1,5KN

E) Reacgbes V. e H. na rotula interna C usando a parte CFDB a direita de C.
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Figura 272 — Exemplo 1

=

~
O
S
-l
F D _
-
C S
———— < —
H. : 3.00 kN &
: B S
V E— T
C
4>  Hg =15KN
17.00 m
VB == 3,5 KN

Fonte: autor
Zszo “Ve+Vs—10=0 2V, +35-10=0 = V,—65=0 =
Ve=65KN
ZFH:O:- Ho+Hy—3=0= Hy+15-3=0 = Hy,—15=0=

Hc=1,5KN

2°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as rea¢cdes de apoios, as reacdes nas rotulas
internas e mostre o DCL final para o portico composto abaixo
Figura 273 -Exemplo 2

1.00 kN/m  1.00 kN/m 1.00 kN/m

LIDLLDULLULDUTLL LT LT

5.00 kNm

N
L 300 m <L 300 m J

/—
C

74% 77777
200 m =—400m %\é 400 m —

Fonte: Adaptado de notas de aula (Estruturas Isostaticas)
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RESP:
A) Grau de hiperestaticidade gh:

Aplicando a equacao da letra b do item 7.3.2 (existe 1 rotula), temos:

Temos duas rétulas internas (rétulas internas séo ngés) e 11 = 12 = (2-1).
gh=@b+r)-3n—-0L1,—1,. =>gh=0B*6+5)—-3x7-2%x(2-1)
gh=23-21-2=23-23=0
B) Reacdes de apoios:

Nesse caso, construimos o DCL inicial da parte ABCDEF, sem estabilidade
prépria, e aplicamos sucessivamente (3 M, = 0) e (3 Mz = 0). Como o apoio do 2°
género ndo esta alinhado com nenhuma das rétulas internas iremos obter duas
equacOes nas variaveis V, e H, com as quais montamos e resolvemos um sistema
2X2 para obtermos aquelas reaces no apoio de 2° género (apoio A)

DCL inicial da parte ABCDEF

- Lgg 6
Frpp =App = (1+¥6) =6KN e XB,BE=T=§=3m
— Lpg 4
Frpe=Apg=(1+x4) =4KN e XD,DE=T=§=2m
Figura. 274 — Exemplo 2
Frsp =6 KN i iFmM:4KN
~ T
B C E
b Mp =5KN.m g
<
M3
F S
S
Hy 3
A .

Va

!ﬂmmmﬁawWwpmmpmm!

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)
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Logo:
ZMD =0 —4V, + 6Hy +3Fppp =0 = —4V, + 6H, +3%6 =0 =
4V, + 6H, +18 =0 = 4V, +6H, = —18 eq.01
ZMF =0 2 =8V, + 3Hy + TFppp + 2Fppp + (=Mp) = 0 =
8V, 4+ 3H  + 76+ 2%4—5=0 = —8V, +3H, +42+8—5=0
8V, +3H,+50—5=0= _8V,+3H, =45  eq.02

Montando e resolvendo um sistema (2 x 2), temos:

{_4VA + 6HA =—18 eq 1
—8V, +3H, = —45 eq?2

H,=1KN e V,=6KN

B) DCL inicial da estrutura inteira

resolvendo pelo método da adic&o, obtemos:

Figura 275 — Exemplo 2

i F rge = 10KN

B C D E i
S
Mz =5KN.m 5
R ﬂt
F
£
8
HA HG MG s}
o, A S ST .
L ﬂ‘i 10043 i A G
200 m F— 300 m 400 m —==
VA = 6KN VG

Fonte: autor

Aplicando as trés equacdes de equilibrio estatico para obter as trés reacdes

no apoio G.
ZFH=0.~. Ho+H,=0 > H;+1=0 =
H; = —1 KN (inverter sentido no DCL final)

ZMG>=O-'-MG_8vA+5FR,BE+(_MF)=O = Mg—8x6+5x10-5=0 =
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—48+4+50-5=0 >M;—-53+50=0=>M;,—-3=0= M;=3KN.m
ZFV=O°"VG+VA_FR,BE=O = VG+6_10=0 ﬁVA_Al‘:Oﬁ VA

=4 KN

DCL final da estrutura inteira
Figura 276 — Exemplo 2

1.00 kKN/m 1.00 kN/m 1.00 kN/m
llllillllllllll%llllllllll

B c 5 E
5 KN.m

)

00 m

A
i
LS.OOmJ*B.

A /-\
H —1KN
oo ‘G
ZOOm 300 m 400 m ——=
=6KN Ve = 4KN

Fonte: autor
D) Reac0bes V,, e Hp na rétula interna D usando a parte ABCD (DCL inicial)

Figura 277 — Exemplo 2

Frgp = 6 KN i ",

B C

c
S
«©
H,=1KN
> A
L 2.00 mm 3.00 m J

VA=6KN

Fonte autor
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Logo:

ZFV=0 2 Vp+Vy—6=0=>Vp+6-6=0=> Vp=0KN

ZFHZO-'- HD+HA:O:> HD+1:O =

Hp, = —1 KN (0 sentido adotado para Hp
esta invertido)

D) Reaclbes V;, e Hp na rotula interna D usando a parte ABCD (DCL inicial)

Figura 278 — Exemplo 2

i Frpg = 10 KN

B C 5 E T
o
Q
Hp M
———— : 5 KN.m
i F €
1 o
Q
HA = 1KN VF N
4}% A J
l WOO[JQ = ~
200 m +— 3.00 m 400 m
VA = 6KN

Adaptado de notas de aula (Estruturas Isostaticas)

Logo:
ZFV=O°'° VF+VA_FB,BE=O ﬁVF+6_10=O: VF=4'KN
ZFH=0'O'HF+HA=O: HF+1=0:

Hr = —1 KN (0 sentido adotado para Hy esta invertido)
3°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reagdes de apoios, mostre o DCL final e

calcule as reacdes nas rétulas internas para o portico composto abaixo
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Figura 279 — Exemplo 3 1 KN

R o) Sy

» F c
< Q\
~
7 = —
J= 11 D E AN 3
=3 & T
- > e
<. =~
S g 8
§ S R
N . |

1 200 m +—— 3.00 m —1 2.00 m {

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)
RESP:

A) Grau de hiperestaticidade gh:

Aplicando a equacao da letra B do item 7.3.2, temos:

Lembre-se: rotulas internas sé&o nés e temos duas rétulas, assim I1=12 = (2-1)
gh=@Bb+1r)—3n—-1; -1, ..

gh=B*7+5)—3%8-2x(2-1)=26—24—2> gh=26—-26=0

B) Reacdes de apoios:

Agora, construimos o DCL inicial da parte (R,FR,B(C) sem estabilidade prépria
e aplicamos sucessivamente(}, Mg, = 0) e (3. My, = 0) para obtermos as reagdes
no apoio de 2° género (apoio B) alinhado com a rétula R, (apoio B)

DCL inicial da parte (R;FR,BC)
A tabela 01 do item 5.1.4.2.2 fornece
q*Lep  0,96+%3

Fpep = Acp = > = 1,44 KN
- 2xLcg 2%3
XC,CB = 3 = 3 =2m
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Figura 280 — Exemplo 3

| 47°
1cos47 : 1KN
|\
Re ) W,
O <
‘Z 1sin47°
3.0 kNm Vg -
< ) 3
O B N
NA(O\ ‘
R B -
2 —_— Ol
T e
FR,CB - 1,4‘4‘ KN ')
)
c ol

F— 3.00 m — 2.00 m |

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)

Logo:

ZMR2>= 0.2V +1%x144=0= 2V =—-144 > Vg=-0,72KN

ZMR1 =0.3Hg+5V;+4%1,44+ M, —3* (1cos47°) —M; =0 =
3Hgz + 5(-0,72) + 576 +2—-2,05—-3=0=>3H; — 8,65+ 7,76 =0 =
3H; —092=0= 3H; =092 = Hyz=03KN

D DCL inicial da estrutura inteira

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos que:

qap(x) = 0,8Vx = /0,82 x x = /0,64 * x logo:

2% [0,64%Lip° ) [06axd® 2+yA09G 264
_ ) — ’ — ! :4,26KN

F = A =
RAD AD 3 3 3 3

XA,AD =0,6*LAD = 0,6*4‘=2,4‘m

< Lpg 2
Frpr =App=(08+2)=1,6KN e Xppp=—-=7=1m

* [ 0,96 « 3
FR,CB=ACB=q 2c3= > =1,44 KN
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- 2xLegp 2%3
XC,CB: 3 = 3 =2m

Observacao: essa mesma resposta pode ser obtida pelas integrais abaixo
a)FR=A= fOLq(x) dx eq. 12 (item 4.1.4.2.1)

L
* d
b) X = f"xlg# eq. 17 (item 4.1.4.2.2)

Figura. 281 — Exemplo 3

47° 1KN
|
\
|
z B o) S
o,
@ 3.0 KNm
£
=
g Hg = 0,30 KN
D E N'A/L\ -
R, B E
T 428N B 2
N ’ 144N Y Vg=072KN
N £
(@)
3 H, X
J _YW MA 1
st ¢
Va 190HO0OM_— 200 1 =1 500 m +

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)

Logo:
ZFHzo.'. Hy+Hg + 1,44 —1%sin47°+ 4,26 =0 =

Hy+03+144—073+426=0=>H,+6—-073=0 > H,+527=0>
H, = —5,27KN

Z MAD =0 My+7Vyg —3Hg — 1,44 x 2+ M, + 6(1sin47°) — 5(1 cos 47°) — M,
-1,6+x1—-426%24=0 =

My,—7%072—-3%03—-288+2+439-341-3-16-1022=0>

My +639—-2705=0=>M,—2066=0 > M,=20,66KN

ZFV=O Vg +Vyg—16—-1(cos47°) =0 = V,—-0,72-16-068=0 =
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VA_3=0=> VA=3KN
DCL final da estrutura inteira
Figura 282 — Exemplo 3

// o —E
O.i@lki\ljm 200 szm S
~
= Hy =030KN  —<T

D E AN )
= B 2
>\l sl

X ~—
Vg =072KN £ \ CE)
- Cj Q
4—§7/77 —N

H,=527KN M, = 20,66 KN.m
\2/ c
200 m —300m — 200 m |

V,=3KN

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostéaticas)

D) Reacdes Vi, € Hg, na rotula interna R, usando a parte R,BC (DCL inicial)

Figura 283 — Exemplo 3

4
VR2 :

Hg, 1 Hg = 0,30 KN

----- Yo' <R > —€T
O

R, > B S|
.44 kN v c
Vg =072KN 5
=}
[@N
[

C
m —+ 2.00 m -

Fonte: autor
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Zszoo'o VRZ_VB=O ﬁVR2_0,72=0$ VR2=0,72KN

ZFH=0-'- HR2+HB+1,44‘=O = HR2+0,3+1,4‘4‘=0 = HR2+1'74=0$

Hg, = —1,74 KN (0 sentido correto € para a esquerda)
C) Reacdes na rotula interna R2 usando a parte R,FR,BC (DCL inicial)
Figura 284 — Exemplo 3

lcos@ | 47° ,/ 1 KN

~
Hp, R, F at
————— P Q\ ¥ g
: }/ 1sin47°
1 3.0 kNm
I
1 -
= % H, = 0,30 KN
NK—-\ B )
O—— > —&T
R, B 8
1.44 KN Ve =072KN €
®
O
C 0

e 300 m =} 200 m

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostéaticas)
ZFV =0 ~ Vg —1%xc0os47°—Vg =0 >V, —068—-0,72=0 > Vz; —14=0
=
Vri = 1,4KN
ZFH =0 Hpy —1%*sin47°+Hg+1,44=0> Hyp; +1,74-0,73=0 =

Hp; +1,01 =0 = Hi; = —1,01KN (0 sentido correto é para a esquerda)

3°) caso: Porticos compostos com mais de dois apoios.
Roteiro para o célculo das reac¢des de apoios
* |dentificar as partes sem estabilidade prépria e construir o DCL inicial de
cada uma dessa desmembrando a estrutura nas rotulas e introduzindo uma ou duas
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reacdes nas rotulas internas (apoio do 1° ou do 2° género) de modo a transformar
cada parte sem estabilidade propria em uma estrutura isostatica.

» Calcular as reagdes de apoio de cada parte sem estabilidade propria
aplicando

(X Mgs: = 0) e em seguida calcular as reagfes na rétula usando Y, F, =0 e
2Fy =0

» ApoGs obter as reagbes em cada parte sem estabilidade prépria construir o
DCL inicial da(s) parte(s) com estabilidade propria transferindo, com sentidos
invertidos, as reacg6es nas roétulas e aplica r as trés equagdes de equilibrio estatico
para obter as reagdes de apoios da parte com estabilidade propria

* Construir o DCL inicial da estrutura inteira

Aplicacao

1°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as reagdes de apoios e mostre o DCL

final para o portico composto abaixo

Figura 285 — Exemplo 1

[TTTTTITTT T ITTIT]
.o :
- g F i :
St H 19
5 o ]
L A" " A C A

—600m ——=—=—450m —=}—=— 450 m —=

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)

RESP
A) Grau de hiperestaticidade gh:
Aplicando a equacéo da letra B do item 7.3.2, temos:
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Lembre-se: rétulas internas sdo nds e temos uma rotula na qual chegam trés
barras assim l1= (3 -1)
gh=@b+1r)=3n—-1l;,—1,.. =gh=0B*6+5 —-3%x7—(3-1)=23-21-2
gh=23-23=0
B) Reacdes de apoios
A parte sem estabilidade prépria é FHC a direita da rotula F
DCL inicial da parte FHC:

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos que:

a)FR,HC=(5*4)=20KN )_(C,HC=LHTC=§=2m

Figura 286— Exemplo 1

30.00 kN

ae
o
-
<
T

-

A

l=—450m —=f=—450m —= v,

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)

Logo:
-ZMFD=O:.9VC—20*2—30*4,5=O =29V, —40—-135=0 =29V, —-175=0

V,=175 = V.=19,44 KN

* Reacdes na rétula interna F:
ZFV:O o VF+VC_30:0: VE+19'44_3020: VE_10,56:0:
Vg =10,56 KN

ZFH=0:. H:—20=0 = Hp=20KN
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» Agora, construimos o DCL inicial da parte com estabilidade prépria (o tri-
articulado de apoios alinhados ADEFB) e transferimos as reacfes internas
invertendo os seus sentidos.

a) FR1=AaD =3 x7 =21 KN FR2= ApE = (15 x 6) = 90 KN

b)X,;=LAaD/2=7/2=3,5m X,;,=LDE/2=6/2=3m

Figura 287 — Exemplo 1

KN

90.00

_’7
)
S
3
£ F
<4+—
? > f 10.56 kN
S /[\21.00 kN
<
S o
3 S
; N
EL Hy A B Hp
 ——
& & '
T 300 m 300 m —
VA VB

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)
-ZMB>=0.'.—6VA—21*3,5+90*3+20*4=0 = -6/, —735+350=0 =
-6V, +276,5=0= -6V, =-2765 = V,=46,08 KN
-ZFV=0 ~ Vp+V;—90-10,56 =0= Vz +46,08—90—-10,56 =0 =

Vg —5448=0 = Vp=54,48KN
» Considerando a parte ADEF, a esquerda da rotula, inclusive as reacdes de

apoio dessa parte, temos (se achar necessario faca o DCL inicial da parte ADEF):
ZMF>= 0~4H, -6V, +21%05+90+x3 =0 = 4H, — 6 x 46,08 + 10,5 + 270
=0

4H, — 2765 +2805=0 =4H, +4=0=>4H,=—-4 = H,=—-1KN
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2}%=05}@+JQ+21—20=0$f@—1+21—ﬂhﬂ)ﬁ[@—21+21=0

=

Hp = 0KN

DCL final da estrutura inteira

Figura 288 — Exemplo 1
15.00 kN/m

WILITLLTLL L

D E

30.00 kN

3.00 KN/m

5.00 kN/m

I

f 400 m % 300 m —

B

A C
H, = 00 kN %
A 6.00 m J% 450 m %‘% 450 m —==

= -
~ ~ X
(v @] ™~ <+
S < <
[€e] <t (@))
<~ O -
Il
[ I o
< x ~
~

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)

2°) Calcule o grau de hiperestaticidade, as rea¢des de apoios e mostre o DCL final

para o portico composto a seguir:
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Figura 289- Exemplo 2

0 =63°
0,35 KN i
\/A:
R, !
[®) § ; O R3 -
& o
&i D
N—f =
o O
= e
LN
Q
T R, <«
= 0.07 ki
X £
o S
- N
L

e B
%2.50 m L 250 m Jé 5.00 m gt;? ¢

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)
RESP

A) Grau de hiperestaticidade gh:

Aplicando a equacéo da letra B do item 7.3.2, temos

Lembre-se: rotulas internas sao nés e temos trés roétulas tal que 11= (2 -1), 12
=@B3-1l)eld=2-1).gh=@Bb+r)-3n—-L1 - 1,.. =
gh=0B*6+7)-3+x7—-2-1)-B3-1D-02-1
gh=25-21-1-2-1=25-25=0
B) Reacdes de apoios

Considerando a parte AR1R2, sem estabilidade proépria, a direita da rétula Rz,

temos:
DCL inicial da parte AR1R2:
Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos
que:
KxL* «g%
a) FR = AaRL = = 2858 _ 870,4 KN

X,=08L=08+8=6,40 m

Observacgao: essa mesma resposta pode ser obtida pelas integrais abaixo
FR=A=['q(x)dx eq.12 (item 4.1.4.2.1)

L
« q(0)d
b) X = % eq. 17 (item 4.1.4.2.2)
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Figura. 290- Exemplo 2

e Ry =
- =
Te) [aN
870.40 kN

=
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1 I e N

Hy < 250 m Jﬁ 2.50 m
~

(@]
Fonte: notas de<ula (Estruturas Isostaticas)

* Observe que temos agora o tri-articulado AR1R2 com um apoio alinhado com
a rotula, assim considerando a barra AR1 vamos aplicar (3, Mz; = 0), logo ficamos

com HA como Unica incégnita e poderemos obté-la imediatamente.
z Mg, )= 0.8H,+8704%1,6=0 = 8H, +1392,64 =0 = 8H, = —1392,64 =

H, =-174,08 KN

Agora, aplicamos (3 My, = 0) para obtermos a reacao vertical V.
ZMR2>= 0~ —5V,+3H,—8704%34+21%25=0=

—5V, — 3 % 174,08 — 2959,36 + 5,25 = 0 = —5V, — 522,24 — 2959,36 + 5,25 = 0 =
—5V, — 3481,6 + 5,25 = 0 = —5V, — 3476,35 = 0 = =5V, = 3476,35 =
V, = —695,27 KN

Conhecendo V, e H; podemos obter as reacbes H, eV, na rétula R,
zFH =0. Hy+H, +8704=0 = H,— 174,08 + 8704 =0= H, + 696,32 =0

=

H, = —696,32 KN (o sentido correto de H, é para a esquerda)
ZFV:O -'-V2+VA_2,1:0 = V2_695,27_2,1:O:V2_697,37:0:>

V, = 697,37 KN

207



Agora, construimos o DCL inicial do poértico composto BR2DR3C com dois
apoios e duas rotulas internas sendo um apoio alinhado com uma rotula transferindo

para ele as reacdes na rétula R, com os sentidos invertidos.
Figura 291 — Exemplo 2

6 =63°
0,35 KN ™\
\-‘i
> ®) R3
A D A
& < &
S S S
<
AL N g R, - JZ
696.32 kN 0.07 kN
= =
(-] O
< Hy = 174,08 B Hc =
1 - —+> L —L
5.00 m %T
Vi = 695,27 KN
Ve

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)

- Considerando a parte CR3 de apoio alinhado com a rétula R3 e aplicando

(> Mz; = 0) temos Hc como Unica variavel, assim podemos obté-la imediatamente
ZMR3 >=0.°.8HC=O = 8H, —0,07%5=0=8H,—0,35=0=8H, =035 =

H;=0,04 KN
Agora, conhecendo H. e considerando o tri-articulado CR3DR2 aplicamos
(X Mg, =0) e ficamos com Vc como Unica variavel, assim podemos obté-la

imediatamente
ZMRZD =0 .5V, +3H,—5(0,35sin63°) =0=>5V,+3%004—-5%031=0=

5V +0,12—-155=0=>5V,—143=0=5V, =143 > Ve=0,29KN
Agora, conhecendo H. e V. e considerando o pértico composto BR2DR3C
aplicamos as trés equacdes de equilibrio estatico para obtermos as rea¢cfes no apoio

B, logo:
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q'x) = 0,85x3

Y F; =0+ Hg + He + Hy — 0,07 + 0,35(sin 63°) = 0 =
Hp +0,04 + 696,32 — 0,07+ 0,31 =0= Hy + 6966 =0=> Hp =—696,6 KN

ZMBD — 0 - My + 5V, + 0,07 * 3 — 8(0,35sin 63°) — 3H, = 0 =

Mg +5%0,29+ 0,073 — 2,49 — 3% 696,32 = 0
= My + 1,45 + 0,21 — 2,49 — 2088,96 = 0
Mgz —2089,79=0= My =2089,79 KN

Z F,=0 «Vg+V;—-0,35c0s63°—-697,37=0 = V3 +0,29—-0,16 —697,37 =0

=
Vg —697,39=0=> Vi =697,24 KN
DCL final
Figura 292- Exemplo 2
0=63°

0,35 KN
Ry \:

O
R;
&
S
LD
- Y
0.0/ kr Ig
Hp = 696,6 KN ? S
= - \ > 413
= h P et
H,=17408KN [ 250 ™ t 250 =00 ™M =4 5. =0,04KN
V4 = 695,27 KN Vg = 697,24 KN Ve = 0,29 KN

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)

3°) Calcule as reacdes de apoios e mostre o DCL final para o portico composto

abaixo:

209



Figura.293 — Exemplo 3

1.00 kN/m 1.00 kN/m 1.00 kN/m

VITUDTULTLULL DL DDLU LD LD L]

B D E

A

EBOO m %

C
% 4.00 m %‘% 3.00 m 4.00 m ——=

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostéaticas)
RESP
A) Grau de hiperestaticidade gh:
Aplicando a equacao da letra B do item 7.3.2, temos
Lembre-se: rotulas internas sao nés e temos trés roétulas tal que 11= (2 -1), 12
=(3-1)
gh=@Bb+r)-3n—-L—-1,.. =
gh=0B*54+6)—3x6—-2-1)-B3-1D-02-1)
gh=21-18-1-2=21-21=0
B) Reacdes de apoios
Considerando a viga geber BD, sem estabilidade propria, temos:

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos que:
5 L 3
a) Frpp = App = (q * Lgp) = (1 x3) =3 KN XBZ%ZEZLSTR
DCL inicial isostatica BD

Figura 293 — Exemplo 3

T
w

vy)

3 KN
<«
o

VB VD
1.0 m +1.50 m

Fonte: autor
Logo:
ZFHZO'.'HC-I_O:O — HCZOKN
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D MyH=0.3V,-3:15=0 >3V, =45= Vp=15KN

Zszo ~'~VB+VD_3=O = VB+1,5_3=O = VB_1,5=0 4 VB=1,5KN

Considerando o triarticulado de apoios alinhados CDEF e transferindo a

reacao V, com o sentido invertido, temos

*Frpr = Apg = (@ * Lpg) = (1x4) =4 KN X_C=T=E=2m
Figura 294 — Exemplo 3
VD = 1,5 KN FR,DE =4 KN
D E m
&
S
S
H, i
—5 ¢ 4 F
— 2.00 m <L 2.00 m —
Ve Vp

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostaticas)

Considerando o portico triarticulado CDEF, temos:

ZMC>=0:.4VF—2*4=O=>4VF=8 = Vy=2KN
ZFV=O “Ve+Vp—4—-15=0 >V, +2-4—-15=0 = Vz3+2-55=0 =

Vc=3,5KN
Considerando a barra CD, temos
zMD>= 0~3H,=0 = H;=0KN
Para calcular as reagcfes na barra engastada AB Construimos o DCL inicial
transferindo a reacdo Vz; com sentido invertido

v 4
*Frap = Asp = (@ *Lyp) = (1+4) =4 KN Xy="2=-=2m
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Figura. 295 — Exemplo 3

H, A i B

—

M
200 m —+—2.00 m —

Va

4,00 kN

Ve = 1,5 KN

O &=——

Fonte: autor

Agora vem:
ZFH=0:.HB+0=0 > Hz=0KN
zMAD =0-M,—2%4—4%x15=0 = M;—8—-6=0 = M,—14=0 =
M, =14KN.m
ZFV=O.'.VA—VB—4=O S V,—15-4=0 > V,=-55KN

DCL final da estrutura inteira

Figura 296 — Exemplo 3
1.00 kN/m 1.00 kN/m 1.00 kN/m

aLLLLLLLLLLLILL DL DU LLLLLEL L)
Ao B D e
< :
Te} ] j
& 4 F
g‘m@m%l%aow?ﬁe 400 m —24

Fonte: notas de aula (Estruturas Isostéaticas)
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8.8 Trelicas planas
Trelicas sd@o estruturas reticuladas constituidas por barras delgadas unidas

de modo a formar triangulos produzindo um elemento estrutural leve e resistente.
Adaptado de: Sussekind 1981 e de Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2010)
Representacdo de uma trelica tipica e denominacédo de seus elementos

Figura 297 — Trelica plana e pilares de apoios

DIAGONAL

-
o - T
BANZO SUPERIOR Dﬁ_ﬂi‘&j’n h%
£ : |
T | |
| _,.-”""Fr-'_ — |

|

" |
‘ \‘—b RANZD INFEILIOR

Fonte: internet(izabelahendrix.edu.br)

Outros exemplos de treligas planas:
Figura 299

Figura 298

A
e ™.

Fonte: internet(bemvi.org)

Fonte: Sussekind 1981

8.9 Estabilidade de poligonos fechados

Todo poligono fechado rotulado em seus vértices é instavel e, portanto,
hipostéatico exceto o triangulo, isso explica o fato das trelicas serem uma associacao

de tridangulos
Adaptado de Sussekind 1981

Veja a ilustracao abaixo
Figura 300 Figura 301

ApEEEEm e
e T L LI o o
i, I

P

Fonte: Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2010
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8.10 Grau de hiperestaticidade das trelicas (gh)

Uma condicao necessaria, mas néao suficiente, para determinacao do grau de
hiperestaticidade gh de uma trelica é dada pela expressédo abaixo
gh=((b+1r)—-2n

podendo ocorrer trés casos:

1°) CASO: gh < 0 — Treliga hipostatica

2°) CASO: gh = 0 — indica que a treliga é isostatica, mas s6 podemos fazer
essa afirmacao apés uma andlise da estabilidade da trelica

3°) CASO: gh > 0 — indica que a treliga é hiperestatica, mas sé podemos fazer
essa afirmacao ap6s uma analise da estabilidade da trelica

Onde:

b— numero de barras r— numero de reacoes n— numero de nés

Exemplo de trelica com gh = 0, mas que € hipostatica
Figura 302 - trelica hipostéatica

E F G H
o 5 :

Fonte: Sussekind 1981
gh=Mb+r)—2n > gh=(15+4+3)—2%x9=18—-18 = 0,porém como o
quadro CDFE é instavel a trelica é também instavel e, portanto hipostatica
Exemplo de trelica com gh > 0, mas que € hipostatica

Figura 302 — trelica hipostética
A

5 >

)

JAY Ac D
Fonte: Sussekind 1981
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gh=Mb+1r)—2n = gh=(19+4)—-2%10=23—-20=3> 0,porémnio é
hiperestatica, pois além das reacdes serem paraleleas o quadro ACDB éinstavel,
assim a trelica é instavel, ou seja, hipostatica.

8.11 Resolucdo de trelicas

Resolver uma trelica significa calcular as reacdes de apoios e a forca normal
de tragdo ou compressao em cada barra.

Para o célculo das rea¢fes de apoios aplicamos as trés equacdes de equilibrio
da estatica. Para o célculo da forca normal nas barras usamos as equacdes de
equilibrio adotando as seguintes hipoteses simplificadoras.

A) As barras séo retas e trabalham somente sob esfor¢cos normais de tracéo
ou de compressdo. Se houver necessidade de considerar o peso proprio da barra
aplicamos metade em cada extremidade.

» as forgas de tragcéo sao positivas e representadas saindo da barra ou né

Figura 303 — Barra tracionada

Fonte: Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2010
» as forcas de compressao sao negativas e representadas entrando na barra
ou no.
Figura 304 — Barra comprimida
A I

—_—r e e

{ {

Fonte: Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2010
B) As barras sdo conectadas por nds articulados, assim ndo ha transmissao de

momento entre elas, ou seja, (3> M = 0) em relagdo a qualquer no.
C) as cargas externas sao aplicadas exclusivamente nos nos.

Adaptado de: Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert 2010
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8.12 NOs caracteristicos (membros de forca zero)

E comum nas trelicas a existéncia dos chamados nds caracteristicos nos
quais as forcas nas barras podem ser obtidas de modo imediato por simples
inspecéo agilizando a anélise. Nesse item vamos estudar dois casos tipicos:

A) NO formado pela unido de duas barras sem carga externa aplicada— a forga

normal nas barras é ZERO.

Exempilo:
Figura 305 — Exemplos de nds caracteristicos em trelicas
a) b)
e 3 kN
E..\ 1 -
1 .
Al [

Fonte: Hibbeler (Estatica 122 ed.)

O no6 D (figura. a) e C (figura. b) séo nos caracteristico, logo as for¢cas normais
NEeb, Ncp nas barras ED e CD respectivamente sao nulas e assim também sao as
forcas normais Nbc, NBc has barras DC e BC
B) N6 formado por trés barras, sendo duas colineares e sem carga externa
aplicada— as forgas normais nas barras colineares séo iguais em modulo e natureza

(tracdo ou compresséo) e na terceira barra a forca normal é nula.

Figura. 306 — Exemplos de n0s caracteristicos em trelicas

Fonte: Hibbeler (Estatical2? ed.)

O no G (a) e os n6s D e C (b) séo nos caracteristico, logo as forcas normais
nas barras GC, DA e CA sao nulas, enquanto que nas barras GH e GF s&o iguais
em modulo e natureza (NGH = NGF) ocorrendo o0 mesmo nas barras DE, DC e CB.
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8.13 Métodos de andlise de trelicas planas (forcas nas barras)

Os dois métodos mais utilizados e os quais iremos aprender para
determinacao da for¢ca normal nas barras de uma trelica sdo o Método de Equilibrio

dos Nés e o0 Método das Secdes ou de Ritter.

8.14 Método do equilibrio dos nés

Esse método é utilizado na resolucdo de trelicas com geometria
relativamente simples e tem como principio basico o estudo do equilibrio de cada né
da trelica

Roteiro de calculo
A) Construa o DCL inicial e aplique as trés equacdes de equilibrio da estatica para
calcular as reacfes de apoios na trelica.

B) Analise cada n6 individualmente estabelecendo um sistema de coordenadas (X,
Y) com origem no n6 a ser analisado. Para cada n6 estao disponiveis duas equacgdes
QX Fy =0)e (O Fy = 0), assim inicie os calculos por um no que ofereca pelo menos
uma forca de valor conhecido e no maximo duas incognitas (forcas desconhecidas).
C) Substitua a barra pela sua forca normal(incégnita) sempre desenhando a forca
normal a ser calculada (incognita) e suas projecées em X e Y saindo do né (tracdo).
Forcas conhecidas (reacfes de apoios, cargas externas aplicadas e for¢cas normais
ja calculadas) devem ser desenhadas com sentido correto no né a ser analisado.
D) Em cada direcéo as forcas no sentido positivo do eixo sdo positivas e as forcas
no sentido contrario sdo negativas.
E) Se o resultado for positivo a forgca normal na barra é de tracao e se for negativo a
forca normal na barra é de compressao

Aplicagéo:

1°) Calcule o grau de hiperestaticidade gh e resolva a trelica abaixo

217



Fig. 307- Exemplo 1

40.00 kN

300 m

A C

<—400m %]‘

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)

RESP
A) Grau de hiperestaticidade gh:

Aplicando a equacéao do item (8.3.2), temos:
gh=Mb+r)—2n =gh=B+3)—-2x3=6—-6=0

B) Reacdes de apoios

DCL inicial:
Figura. 308 — Exemplo 1
40kKN  C
€
3
N
L
4» B
g i
: .00 m
VA ! VB

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)

Aplicando as equacdes de equilibrio da estatica, temos:

ZFHzo.-. Hy+40=0= H, = —40 KN
ZMA>=O f 4V —40%3=0 24V —120 =0 = 4V; =120 = Vz = 30KN

ZFV=O “Vy+V3=0=1V,+30=0 = V,=-30KN
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DCL final
Figura 309 — Exemplo 1

—p
40.00 kN

300m

KN

S
40.00 kN B
4.00 m
A

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)

30.00 KN
30.00

D) Forcas normais nas barras (Método dos nos)

Nesse caso, podemos comecar por qualquer um dos n@s, pois todos oferecem
pelo menos uma forca conhecida e no maximo duas forcas desconhecidas que séo
as normais nas barras (incognitas). Vamos comecar pelo né A, pois as reacdes estdo
alinhadas com as barras, assim ndo é necessario fazer decomposicéo de forcas o
gue facilita os calculos

Lembre-se:

* As forcas conhecidas (reacdes de apoios, cargas externas aplicadas e forcas
normais ja calculadas) devem ser desenhadas com os valores e sentidos corretos e
as forcas desconhecidas(incognitas) devem ser sempre desenhadas saindo do né.

* No célculo das forcas em cada n6 aquelas que ficarem no sentido positivo
do eixo, em cada dire¢cdo, entram como positivas e as que ficarem com sentido
contrario entram como negativas nas equacoes

» Se o resultado for positivo a forgca normal na barra é de tragdo (saindo do

no), se for negativo a forca normal na barra é de compresséao (chegando no no)

NO A:
Figura 310 — Exemplo 1
Nag | Y
Hy =40 KN & -
A Nye X
vV, =30KN

Fonte: autor
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ZFY =0 ~Ny—30=0 = Nyc=30KN (tragdona barra AC)

ZFX =0 Njg—40=0 = Nyp =40 KN (tracdona barra AB)

NO B:
Figura 311 — Exemplo 1
Y
Neg
0
. < B
Ny =40KN Nygcosf | X
Vg =30KN

3
6 = arctg (Z) = 36,87°

Z Fy=0: —Nggcos® —40 =0 = —Ng5 c0s36,87° — 40 = 0 = —0,8Ny5 — 40 = 0
=

—0,8Ncg =40 =  Ncgp = —50 KN (compressao na barra CB)

DCL final (reacfes de apoios e forgas normais nas barras) KN
Figura 312 - Exemplo 1

40 kN

\\6\0

30

S
|

< 40

40 kN

=" 400m
\ 4

30 kN}{

30 kN

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)

2°) Calcule o grau de hiperestaticidade gh e resolva a trelica abaixo
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Figura 313- Exemplo 2

=
X
O
[@N|
v
— ¢ —
6 kN c
(@]
L
A B
D —
F—2.00 m —+— 2.00 m —
Fonte: notas de aula (Estruturas isostéticas)
RESP
A) Grau de hiperestaticidade gh:
Aplicando a equacao do item 8.3.2, temos:
gh=Mb+r)—-2n =gh=(G5+3)—-2%x4=8-8=0
B) Reacdes de apoios
DCL inicial:
Figura 314 — Exemplo 2
=
~
(@]
N
v
—P T
6 kN c
H, 3
< o
— 200 m —+— 2.00 m —
VA VB
Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)
Aplicando as equacdes de equilibrio da estética,

ZFHzo.-. ~H,+6=0=> —-H,=—-6KN = H,=6KN

ZMA>=O WAV —6%15-20%2=0 243 —-49=0 =

4V =49 = Vp=12,25KN

temos:
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ZFV=O aVi+V5—20=0 =V, +1225-20=0 = V,—775= 0=

V4=1775KN
DCL final (reacfes de apoios)
Figura 315 — Exemplo 2
=
~
(@]
S
(@]
[@N]
v
—p
6.00 kN -
(-
I
<+ o+
6.00 kN A 2.00 m —— 2.00 m B
= <
LO LO
M~ N
~ D o

Fonte: notas de aula (Estruturas isostéticas)
D) Forcas normais nas barras (Método dos nos)

Nesse caso, vamos resolver no sentido anti-horario (nés A, D e B), pois D é
um né caracteristico e também evitamos o0 n6 C que é 0 que apresenta 0 maior
numero de forcas

NG A:

Figura 316 — Exemplo 2

Y
Ny¢ sin6 | Nyc
A Xe
HA - 6KN NAC COSH NAD

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticak)

15\ o
0 = arctg (7) = 36,87
Z Fy =0 = Nycsin36,87°+ 7,75 =0= 0,6Nyc + 7,75 =0 = 0,6 Ny = =7,75 =
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Nyc =—12,92 KN (compressao)
ZFX =0 - NAD +NACCOS36,87°—6 =0 ﬁNAD +0,8NAC_6= 0=

Nyp +0,8%(—12,92) —6=0=>Nyp —1034—6=0= Nyp — 16,34 =0=>
Nyp = 16,34 KN (tracao)

NO D:

O n6 D é um no caracteristico formado por trés barras sendo duas colineares
e sem carga aplicada (ver letra B do item 8.3.4), logo:
Npg = N,p = 16,34 KN (tracio) e Npc=O0KN

NO B:

Observe que usando () Fy = 0) ndo necessitamos da normal na barra BD
(NBD)

N6 B:
Figura 317 — Exemplo 2

Y

NBC A
Ngc sin 6

5]
B
A
X

Vy = 12,25 KN

0 = arctg (175) = 36,87°

ZFY =0 - Ngcsin36,87° + 12,25 = 0 = 0,6Nge + 12,25 = 0 = 0,6Ng, = —12,25 =

Ngc = —20,42 KN (compressao)

DCL final (reacbes de apoios e forcas normais nas barras) KN
Figura 318 — Exemplo 2
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20.00 KN

>

6.00 kN
@.oﬂ' 0
1634 | 1634 B

<
6.00 kN % 500 m —+— 2.00 m

~
QQ £

F150m 4

D

12.25 %

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)

3°) Calcule o grau de hiperestéaticidade gh e resolva a trelica abaixo
Figura 319 — Exemplo 3

50.00 kN
100.00 kN
50.00 kN

<—400m —=>

<400 m ——t—— 4.00 m ——=

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)
RESP
A) Grau de hiperestaticidade gh:
Aplicando a equacao do item 8.3.2, temos:
gh=0B+r)—2n =2gh=(09+3)-2%6=12-12=0
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B) Reacdes de apoios
Nesse caso, observamos que a estrutura € simétrica, logo:
*VA=VE=FRr/2=(50+100+50) / 2 =200/ 2 = 100 KN;
* HE = 0 KN (n&o existem forcas horizontais aplicadas)

DCL final (reacfes de apoios)
Figura 320 — Exemplo 3

00 kN

l e

50,00 kN
50,00 kN

400 m

4.00 m %‘% 4.00 m
F

10000 kN
10000 kN

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)

D) Forcas normais nas barras (Método dos nés)

Observando que a estrutura é simétrica vamos calcular apenas as forcas nas
barras do quadro ABCF, pois as for¢cas normais nas barras correspondentes do lado
oposto sdo iguais em médulo e natureza, ou seja, NAB = NDE; NAF = NFE; NBF = NFD;
NBc = Ncb.

N6 A

Figura 321 — Exemplo 3

Y
NAB
A N,
. AF >
a X
Vg = 100 KN

ZFY =0 ~Nyp+100=0= Nyp=-—100 KN (compressao)
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Zszo-'-NAF+O=0=> NAF=0KN

NO B:
Figura 322 — Exemplo 3

Y
50 KN
B ) 4
Npr cos 6 Nppsin@  Npc X
v Npp
A
Ny = 100 KN

0 = arctg G) =45°

Z Fy =0 + —Ngpcos45°+ 100 — 50 = 0 = —0,707Ngr + 50 = 0 =

—0,707Ngr = =50 = Ngp = 70,72 KN (tragio)

ZFX =0 - NBC +NBFSin4‘5°=OﬁNBc+70,72*O,7O7= OiNBc‘l'SO:Oﬁ

Ngc = =50 KN (compressao)
No C:

Figura 323 — Exemplo 3
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ZFY =0 =N —100=0=> —Nr =100= N =—100 KN (compressao)

DCL final (reacdes de apoios e forcas normais nas barras)
Figura 324 — Exemplo 3

100,00 kN

—50.00 i\ C —s0.00

> S
2 S
|

\y
-100.00

0 0
400 M ——r—=—— 4.00 M

>
100.00 kF‘E -10000 4EOO KN
m

10000

Fonte: notas de aula (EEtruturas isostéaticas)

4°) Calcule o grau de hiperestéticidade gh e resolva a trelica abaixo
Figura 325 — Exemplo 4

1.50 kN

0.60 m %16 0.60 M ——

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)

RESP
A) Grau de hiperestaticidade gh:
Aplicando a equacao do item 8.3.2, temos:
gh=Mb+r)—-2n =gh=(5+3)—-2%x4=8-8=0
B) Reacdes de apoios
DCL inicial:
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Figura 326 — Exemplo 4 A

Aplicando

ZFV:O o VB

£
Hp
B &
L
C S
<
o &
2 Q
Fi S Hy
D —
LQGOm%}%O.GOm% A
Fonte: notas de aula (Estruturas isostéticas)
as equacdes de equilibrio da estatica,

~15=0=> Vz=15KN

ZMB =02 09H, +12+15=0 = 09H, +18=0 = 09H, =-18 =

H,=-2KN

ZFH=0 “Hz+H,=0 = H;—2=0 = Hp=2KN

Figura 327- Exemplo 4

DCL final (reacBes de apoios)

I

A

Vg = 1,5 KN

|

B & Hp=2KN
i@
<~
C @
<
o &
¥g) 0
L
D S
Hy =2 KN
0.60 m 0.60 m ——=

Fonte: notas de aula (Estruturas isostéticas)

temos:
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D) Forcas normais nas barras (Método dos nos)
NO D:
Figura. 328 — Exemplo 4

Npcsinf

\ 4

Npccos8@ Npy X

0 = arctg (g) = 36,87°

z Fy =0 = Npcsen36,87° — 1,5 = 0= 0,6Npe — 1,5 = 0 = 0,6Npe = 1,5 =
Npc = 2,5 KN (tracgao)
ZFX — 0 = Np, +Npccos36,87°= 0= Nps +25%08=0= Nps +2 =0

Nps = —2 KN (compressao)
N6 C (caracteristico):
Observe que o0 n6 C é um no caracteristico, pois € formado por trés barras
sendo duas colineares e sem carga externa aplicada, logo:
Ncg =0KN e N¢cg = Npc = 2,5 KN (tragao
NG A:
Figura 329 — Exemplo 4
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ZFY=O o NAB=0KN

DCL final (reacbes de apoios e forcas normais nas barras)

Figura 330 — Exemplo 4

T
vs)

045 m

1

—2.00

<4
2.00 kN
0.60 m 0.60 m —

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)

— 045 m

>

5°) Calcule o grau de hiperestaticidade gh e resolva a trelica abaixo
Figura 331- Exemplo 5

2.00 kN

1.00 kN
1.00 kN

w‘.oo mL.oo ralL.oo WL

F200m +200m + 200 m + 200 m + 200 m —+ 2.00 m
Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)

RESP
A) Grau de hiperestaticidade gh:

Aplicando a equacao do item 8.3.2, temos:
gh=MB+r)—2n =2gh=0214+3)—2%12=24—-24=0
B) Reacdes de apoios
Nesse caso, observamos que a estrutura é simétrica, logo:
Vi=V2=FR/2=(1+1+1+2+1+1+1)/2=8/2 = 4 KN;

H1 = 0 KN (ndo existem forcas horizontais aplicadas)
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DCL final (reacfes de apoios)
Figura. 332 — Exemplo 5

z
3
z S z
O (@]
z gi G - z
< - E
Si " 3
S o ‘
/ P 8,
1 2

2l 200m 200 m -+ 200 m + 2.00 m — 2.00 m — 2.00 m -
(@]

<
e

4.0C

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)
D) Forgas normais nas barras (Método dos nos)

Observando que a estrutura é simétrica vamos calcular as forcas nas barras
partindo do apoio 1 até a barra GF, pois as forcas normais nas barras
correspondentes do lado oposto da barra GF séo iguais em modulo e natureza.

NO 1:

Figura 333 — Exemplo 5
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Fonte: autor

6 = arctg () = 26,56°

Z Fy =0 = Nicsen26,56°+4—-1=0= 0447N, +3 =0= 0,447N, = -3 =
Nic = —6,71 KN (compressao)
ZFX =0 . NlB +N1C C0526,560 =0= NIB + O,894‘N1C =0=

N;p +0,894%(=6,71) =0 = Nz —6=0= N;53=6KN (tracio)
N6 B (caracteristico):

Ngc =0KN e Ngp = N1g = 6 KN (tracio)
No6 C:
Fig. 334 — Exemplo 5

232



v

»
>

Ncgcos@ Nepsina

Nyc = 6,71 KN

NlC sin

1 2
6 = arctg <§) = 26,56° e a=arctg (I) = 63,43°

sz =0 « Nggsin@ —Nepcosa + Nyesinf —1=0=
N¢g sin 26,56° — Np cos 63,43° + 6,71sin26,56°—1 =0 =

0,447N;z — 0,447Nep +3—1=0= 0,447N.p — 0,447Np +2 = 0 =
0,447N¢; — 0,447Ncp = -2 (eq 1)

X

ZFX =0 - NCEX+NCDX+N1CX= 0 =>NCEC050+NCDSina+N1CC059 =0=>

N¢g cos 26,56 + Np sin 63,43° + 6,71 * cos 26,56° = 0 =

0,894Nz + 0,894N.p + 6 = 0 = 0,894N.; + 0,894N.p = —6 (eq2)

Montando um sistema (2 x 2) e resolvendo pelo método da adicdo, temos

{ 0,447N¢z — 0,447Nyp = —2
0,894N,; + 0,894N;p = —6

N¢cp = —1,12 KN (compressao) e N¢g= —5,59 KN (compressao)

N6 D

Figura. 335 — Exemplo 5
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Nep = 112 KN |

>\ N¢p sin 6
0
R D

: ~®
NDB == 6KN NCD COS@ NDF X

\ 4

0 = arctg G) = 26,56°
ZFY = 0 o NDE - NCDseng == O = NDE - 1,12 sin 26,560 = 0 = NDE - 0,5 = 0 =
Npg = 0,5 KN (tracdo)
ZFX = 0 o NDF+NCD C059_6 = 0 :>NDF+1,12COSZ6,56O_6 = 0 =

Npp+1—6=0=>Npp—5=0=> Npr=5KN (tragdo)
N6 E

Figura 336 — Exemplo 5
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A 4

A

Ngg sin 6

o
»

\ 4

N¢g cos 8 Nggsina X

\ 4

NCE - 5,59 KN A NEF cosa

N¢g sin 6
Fonte: autor YNpr = 0,5KN
9 =
arctg (%) =

26,56° e a=arctg (%) = 45°
ZFY = O-'- NEGSine—NEFCOSCZ-l-NCESinH—NDE—l :O

Ng sin 26,56° — Ngp cos 45° 4+ 5,59sin26,56°—-05—-1=0 =
0,447Ng; — 0,707Ngr +2,5—-15=0 = 0,447Ng; —0,707Ngz +1=0>
0,447Ng; —0,707Ngr =—1 eq1

ZFX =0 ~ NcgcosO + NggcosO + Ngpsina =0 =

5,59 * cos 26,56° + Ngg c0s 26,56 + Ngp sin45° + 0 = 5+ 0,894Ng; + 0,707Ngp = 0
0, 894NEG + 0, 7O7NEF = -5 (eq 2)
Montando um sistema (2 x 2) e resolvendo pelo método da adicdo, temos

{0,447NEG —0,707Ngp = —1
OI894NEG + 0!7O7NEF = _5

Ngr = —1,41 KN (compressio) e Ngg=Ng —
4,47 KN (compressao)
N6 G
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Figura. 337 — Exemplo 5

Y
2 KN

) 4 G

e A 9 X
Nge = 4,47 KN Nposin® Ng = 4,47 KN

NGI sin @
NGF

A\ 4

Fonte: autor

6 = arctg () = 26,56°

ZFY = O-'o_NGF+NGISin6+NEGSin8_2 =0

—Ngr + 4,47 sin 26,56° + 4,47 sin 26,56° — 2 = 0 = —Ngp + 2 * (4,47 sin 26,56) — 2
=0
—Nep+4—-2=0>—Ngp+2=0= —Ngr=—2= Ngr=2KN

DCL final (reacbes de apoios e forgas normais nas barras)
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Figura. 338 — Exemplo 5

2.00 kN

1.00 kN
00 kN

1.00 mL.OO m‘ﬁ.OO m

4,pO kNI »5 < 1.00 kN

=z
e
COD. L 2.00 m 4‘7 200 m 4‘7 200 m —‘> 200 m *‘* 200 m —P 200 m

Fonte: notas de aula (Estruturas isostaticas)

8.15 Método de Ritter ou das sec¢des

O Método de Ritter ou das secdes é um método de andlise de trelicas muito
utilizado quando se quer obter os esforcos normais somente em algumas das barras
de uma trelica e consiste em separar completamente a trelica em duas partes,
cortando trés barras néo paralelas nem concorrentes no mesmo ponto, e em seguida
estudar o equilibrio de qualquer uma das partes

Observacoes:

* Na realidade podemos cortar mais que trés barras desde que a secéao
determinada tenha no maximo trés barras com for¢as desconhecidas.

* Isolar a parte da estrutura com menor numero de forcas aplicadas para

agilizar os célculos.
Adaptado de Sussekind 1981
Roteiro de calculo

A) Desenhar o DCL inicial da estrutura e aplicar as equacdes de equilibrio da estéatica
para obter as reacdes de apoios.

B) Fazer um corte imaginario passando pelas barras de interesse e de modo a
separar a trelica em duas partes cortando trés barras.

C) Construir o DCL inicial da parte isolada (geralmente a parte com menor nimero
de forcas) sempre mostrando as for¢cas normais a serem calculadas (incognitas) nas

barras cortadas como sendo de trac&o, ou seja, saindo da barra ou no.
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D) Aplicar (> M = 0) em relagcdo a dois pontos da estrutura convenientemente
escolhidos e em seguida aplicar (3, F, = 0) para obter as forcas nas barras de
interesse.

Exemplo: suponha que queremos obter a forca normal nas barras 3, 13 e 7

da trelica representada na figura abaixo
Figura. 339

Fonte: Sussekind 1981
Cortando a trelica pelas barras de interesse 7,13 e 3 (se¢ao S-S) e isolando a

parte a esquerda do corte, temos:

Figura 340 - parte isolada para os célculos das forcas normais nas barras de interesse

Fonte: Sussekind 1981

Agora usando a equagdo de momento em relagdo aos nés C e D

convenientemente escolhidos, temos

* Y M, =0 - temos N3 como Unica variavel, assim podemos obter seu

valor diretamente.

* Y My = 0 - temos N, como Gnica variavel, assim podemos obter seu valor

diretamente.
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Agora usamos a soma das forcas verticais para obtermos N13

Z F, = 0 - decompomos N,z e usamos a componente vertical

Podemos também aplicar (3, F; = 0) usando a componente horizontal de N13

Exemplos:

1°) Encontre as forcas normais nas barras 1J, ID e CD da trelica abaixo.

Figura 341 — Exemplo 1

Z
4
O
=
©
v
—p —T
6.00 KN <
) S
¥ s
N
« ! |
6.00 kN
< %
= 200m —+200m =200 m — 200 m —+ 200 m —-2.00 m 5
O
g g
-
I,/’
1
1
I
I
1
,l
C" D
A T B

Fonte: Sussekind 1981

RESP
A) Cortando a trelica pelas barras de interesse 1J, ID e CD e isolando e construindo

o DCL da parte a direita da secdo de corte (menor numero de forgas)
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Figura 342— Exemplo 1

-

—2Ngp = —32

Vy =5KN
LZ.OOm >L2.00m >L2,oom >l<2,00m Q

4’%
o ]
=" 2.00 m

Fonte: Adaptado de Sussekind 1981

= N¢p = 16 KN (tragao)

ZMD=0 # 2Ny —2%4+5%8=0>2N;—8+40=0=2N; +32=0=

ZFV =0~ Np—4+5=0=>Np+1=0=> N;p = —1 KN (compressao)

Ny = —16 KN (compressao)

2°) Encontre as forcas normais nas barras CG, DG e DE da trelica abaixo.

Figura 3

1.00 kN

|

43 — Exemplo 2

=z
X
o
~
N

1.00 kN

4.00 kN

w D ' E
400 m 00 300 m —— 3.00 m

Fonte: Sussekind 1981

1100

4.00 m

o
<
<

1200 m {2.00 m {

o
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RESP
A) Cortando a trelica pelas barras de interesse CG, DG e DE isolando e construindo

o DCL da parte & esquerda da secdo de corte (menor numero de forgas), temos:
Figura. 344 — Exemplo 2

2m

2m

Fonte: Sussekind 1981

ZMG=0.'.4NDE+2*4+1*8—4*8=O=>4NDE+8+8—32=0=>

4Npr —16 =0 = 4Np; = 16 = Npg = 4 KN (tracio)
Para a normal CG, vamos usar as componentes dela as quais nédo estao

mostradas na figura acima
0 = arctg G) = 26,56°
ZMD =0 ~ —2Ng;c0526,56° + 1Ny sin26,56° +2+14+1%5—-4+5=0=

—1,79Nge + 0,447Neg +7—20=0=> =0 = —1,34Ny;—13=0 =
—1,34N; =13 =  Neg =—9,7 KN (compressao)
Para encontrar a NDG vamos usar a sua componente horizontal (hdo mostrada

na figura acima) e aplicar a equacao (3. Fy = 0), logo
Y = arctg G) =53,13°
Z FH = 0 o NDG CoS 53,130 + NCG CoS 26,56 + NDE = 0 =

0,6Np; —9,7%0,894+4=0 = 0,6Np; —867+4=0=> 0,6Np; =467 =>
Npc =7,78 KN (tracao)
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8.16 Grelas

Grelhas séo estruturas constituidas por duas ou mais barras, contidas no
plano horizontal (X,Y) em que todas as cargas, inclusive as reacdes de apoios, s&o
perpendiculares ao plano da grelha, assim nas grelhas ndo existem reacoes

horizontais.
8.17 ROTEIRO PARA O CALCULO DE REA(;OES DE APOIOS EM GRELHAS

Para calcular as reacdes de apoios, nas grelhas, observamos a posi¢cao

relativa entre os apoios podendo ocorrer trés casos:

* Grelha com dois apoios alinhados em uma unica direcéo (X ou Y)

* Grelha com dois apoios alinhados na dire¢cédo X e na diregéo Y

* Grelha com os trés apoios nao alinhados

Em qualquer caso, para facilitar os calculos, pode ser conveniente tracar eixos
auxiliares paralelos as direcbes X e Y passando por apoios convenientemente
escolhidos

z My = 0 (soma dos momentos em relacao a um eixo na diregao x)
z M, = 0 (soma dos momentos em rela¢do a um eixo na direc¢aoy)

z F, = 0 (soma das forgas verticais igual a ZERO)

* Os sinais dos momentos serdo definidos pela regra da méao direita em
relacdo a cada eixo local
8.18 Célculo de reacdes de apoios em grelhas

Neste item vamos aprender a calcular reac6es de apoios para grelhas

A) Reacdes de apoios em grelhas com dois apoios alinhados em uma
Unica direcéo
1°) Calcule as reacdes de apoios para a grelha abaixo

Os eixos auxiliares e os sentidos positivos dos giros em torno deles também

estdo mostrados na figura abaixo.
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DCL inicial
Fig. 345 — Exemplo 1

T Z . Eixo auxiliar BC

| Eixo k
auxilia;\ A
= Vy

4.0m —

Fonte: Adaptado de Soriano (2007)

RESP
< _Lap 55
FR,AD=AAD=(20*515)=110KN e XA=T=7=2,75m
- Lgc 6

Considerando o eixo auxiliar BC, paralelo ao eixo Y, passando pelos apoios
B e C e aplicando (3; Mg = 0) teremos VA como Unica variavel e poderemos obté-

la diretamente.
ZMBC—O 4V, — 2,75+ Fpap + 1,510 = 0= 4V, —2,75* 110+ 1,5+ 10 = 0 =

V,—30254+15=0> 4V, =2875 = Va=71,88 KN
Agora considerando o eixo auxiliar paralelo ao eixo X e passando pelo apoio

B teremos a reacdo Vc como Unica variavel e poderemos obté-la diretamente
ZMelxoB W O6Ve—3%Fppe+ 2%V —2%Fpp—2%10=0>

6Ve—3%120+2%71,88—-2%110—-20=0= 6V, —360 + 143,76 —220—-20=0
=
6V, — 600+ 143,76 = 0 = 6V, = 456,24 = Vc=76,04 KN

Agora usamos () F, = 0) para obtermos a terceira reacao
EFV =O~.' VB+VA+VC_FR,AD_1O_FR,BC = Oi

Vg +71,88+7604—-110—-10—-120=0>= Vz=92,08 KN
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DCL final

Figura 346 — Exemplo 1

ST
| V,=7188KN ]

7 S Ve =76,04 KN
' e
% //2,0 m x

4. 0m

Vg = 92,08 KN

Fonte: Adaptado de Soriano (2007)
B) Reacdes de apoios em grelhas apoios alinhados, dois a dois, na direcdo x e

nadirecéoy

1°) Calcule as reacfes de apoios para a grelha abaixo
Os sentidos positivos do giro em torno do eixo X e Y estdo indicados na

figura

Figura 347 — Exemplo 1

Fonte: Adaptado de Soriano (2007)
RESP:
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DCL inicial da estrutura inteira:

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 3.8) sabemos que:

* FRAB =20 x4,5=90 KN X,=LAB/2=45/2=225m
*FRBC =20 x3,5=70KN Xgp=LlBc/2=35/2=175m
* FRpc =20 x4,5 =90 KN Xc=Llbc/2=45/2=225m

Considerando o eixo Y, temos R como Unica variavel, assim poderemos obté-

la diretamente
Z My =0 - —35R; + 3,5 % Fps + 1,75 % Fge = 0 = —3,5R. + 3,5 * 90 + 1,75 * 70
=0
—3,5R; +4375=0=> —3,5R=-4375 =  R;=125KN
Considerando o eixo BC na direcao X, temos R, como Unica variavel assim

podemos obté-la diretamente
Z Mye =0 & —4,5 Ry + 2,25  Fyap + 2,25 * Frpe = 0 =
—45R, +2,25¥90+2,25x90=0 = —4,5R, +405=0 = —4,5R, = —405 =
R, =90 KN
Agora usamos () F, = 0) para obtermos a terceira reacao
ZFV =0 Rg+Ry+Rc—Frap — Frpc —Frep=0=
Rg+90+125-90-70—-9=0 = Vz+215—-250=0=
Vg—35=0 = Vg=35KN

DCL final
Fig. 348 — Exemplo 1

Fonte: Adaptado de Soriano (2007)
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C) Reacdes de apoios em grelhas com os trés apoios ndo alinhados.

Nesse caso, fixamos a origem do sistema em um dos apoios e aplicamos
(XM = 0) em relacdo ao eixo na dire¢do X e na direcdo Y obtendo duas equagoes.
Em seguida montamos e resolvemos um sistema 2x2 para encontrar duas das

reacdes e depois aplicamos (., F, = 0) para calcularmos a terceira reacao.

1°) Determine as reacdes de apoios para a grelha abaixo.
Fig. 349 — Exemplo 1

Fonte: Soriano (2007)
Os sentidos positivos dos giros estao indicados na figura acima

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 3.8) sabemos que:

_ Lpc 6
Frpc =Apc=(10%6) =60KN e XD:T:EZSm

Considerando o eixo na direcdo X passando pelo apoio A, temos
ZMAX=0 o 3Vy+6Ve—3Fape—3%40=0 = 3V, +6V;—3%60—120=0=

3Vp+6V,—180—-120=0 = 3Vz+6V. =300 ou Vgz+2V,=100 eq.01

Considerando o eixo Y passando pelo apoio A, temos
ZMAY = 0 o _4VB _ZVC+2FR'DC +4*20 = O =

—4Vy — 2V, +2%60+80=0=> —4Vy; —2V. 4200 = —4V; — 2V, = —200 ou
2Vg + V=100 (eq?2)
Montando e resolvendo um sistema (2 x 2):

{ Vg + 2V, =100
2Vg + V=100

Ve=33,33 KN e Vg =33,34 KN

multiplicando a equacéo 1 por (-2), obtemos
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Agora usamos (3 F, = 0) para obtermos a terceira rea¢ao
Zszo.-. Va+Vg+V,—60—-40—-20=0= V,+33,33+3334-120=0=

Vy+6667—-120=0> V,—-5333=0 = V,=53,33KN
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Capitulo IX

9. ARCOS E CABOS
9.1 Arcos
Estruturas de eixo curvo projetadas para trabalharem a compressao

suportando cargas ao longo de grandes vaos.
9.2 Tipos de arcos

De acordo com o numero de articulacbes e em funcdo das condicbes de
apoios os arcos séo classificados em: tri-articulados, biarticulados e de extremidades
fixas

As figuras abaixo mostram os tipos de arcos
Fig. 350 — Arco tri-articulado

e T
P TN T S

e arlicwlacio %\-:‘P:Eh
Fonte: Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert (2010)
Fig. 351 — Arco biarticulado

- e A
% '4
Fonte: Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert (2010)

Fig. 352 — Arco de extremidades fixas

Fonte: Leet, Kenneth; Uang, Chia-ming e Anne, Gilbert (2010)
Os arcos tri-articulados séo estaticamente determinados os outros dois tipos
séo indeterminados.

Nessa apostila vamos estudar os arcos tri-articulados.
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9.3 ReacOes de apoios em arcos tri-articulados com apoios alinhados

O célculo das reacbes em arcos tri-articulados é semelhante ao calculo das
reacfes em porticos tri-articulados sendo que nos arcos as reacgdes horizontais
possuem o mesmo mdédulo, mas sentidos contrarios e sdo geralmente chamadas de

empuxo sendo representadas pela letra H e podem ser facilmente calculadas pelas

expressdes abaixo

2 Mgy
h;

onde:

e H= eq.19 (portico triart.exclusivamente sob cargas concentradas)

Y. Mps:— Soma dos momentos em relagao a rétula produzidos por todas as
forcas externas atuantes na parte a esquerda ou a direita da rotula, incluindo as
reacdes de apoios

h,— altura da rotula em relagcéo aos apoios
*H

q*L?
8.h,

onde:

eq.20 (portico triart.exclusivamente sob carre. unif.distribuido )

g— valor do carregamento uniformemente distribuido

L— distancia entre os apoios do arco (vao)

hr— altura da rétula em relagéo aos apoios

Vamos mostrar as reac¢des horizontais a serem calculadas sempre chegando
ao apoio. Exemplo:

1°) Calcule as reacdes de apoios para o arco triarticulado abaixo.
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Figura. 353 — Exemplo 1

Fonte: adaptado de jjscremin
RESP

A) Reacdes de apoios

DCL inicial

Figura. 354 — Exemplo 1

20 KN

d = R cos 30°

VAl R=5m | R=5m |VB

Fonte: adaptado de jjscremin

Aplicamos (3} M = 0) em relagdo a um dos apoios para obtermos uma das

reacdes verticais.
ZMAzo.-. 10V —20%(5—-d)=0=>10V3 —20(5—-25)=0=>10V3 —50=0=>

10V; =50 = Vg = 5 KN
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Agora usamos (3, F, = 0) para obtermos a outra reacao vertical, logo
ZFVZO... VA+VB_20=0=>VA+5_20=0$VA_15=0:>VA=15KN

Agora devemos determinar a distancia d entre a carga e a rotula interna C e
aplicar a equacao 19 (item 9.1.3) para obtermos o empuxo H (reagéo horizontal)
d=Rsin30°=5sin30°=5%0,5=2,5m

Y Mg, 5V 5%5 25
h, h- 5 "5 °
DCL final
Figura. 355 — exemplo 1
20 KN

Fonte: adaptado de jjscremin

2°) Calcule as reacdes de apoios para o arco triarticulado abaixo.
Figura. 356 — Exemplo 2

100 kN/m

YY Y Y vy vy v vy v vy

| »le
* L

Fonte: Qconcursos.com
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RESP
A) Reacdes de apoios

Dos exemplos anteriores e da tabela 01 (item 5.1.4.2.2) sabemos que

*FR=A=100x12 =1200 KN X,=LAB/2=12/2=6m
Observando que a estrutura é simétrica, temos
F, 1200
e Vy=Vyg=—=——=600KN
2 2
O empuxo H (reacdes horizontais) pode ser obtido aplicando-se a eq. 20 do
(item 9.13)

_q*LZ_100*122_14400_900KN
- 8h, 8x2 16

*H

Também pode ser resolvido como no caso de um poértico tri-articulado de
apoios alinhados
DCL final
Figura 357 — Exemplo 2

100 kN/m

¢11r1r¢1r1r11r1r¢1r

'y
E
[
—_— b
H =900 KN H =900 KN
V, =600 KN Vg = 600 KN

Fonte: Qconcursos.com
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9.4 Cabos

Cabos séo elementos estruturais lineares constituidos por um conjunto de fios
e que trabalham somente a tracdo, pois sdo elementos flexiveis ndo suportando
compressao, flexao, tor¢cao e nem cisalhamento.

Devido a sua alta resisténcia a tracdo e ao seu peso proprio relativamente
baixo os cabos sdo muito utilizados para suportarem elevadas cargas de tracdo em
estruturas de grandes vaos, tais como: pontes, grandes coberturas etc

Um cabo sob cargas verticais possui quatro reacdes (incognitas) a serem
determinadas. Estéo disponiveis as trés equacdes de equilibrio da estatica e usamos
o fato de os cabos nado transmitirem momento para obter uma equacdo extra
(XM = 0) que pode ser escrita em relacdo a qualquer ponto do cabo desde que a
flecha (distancia entre a corda do cabo e o cabo) em relacdo a esse ponto seja
conhecida. Portanto um cabo suportando cargas verticais é sempre um elemento
estaticamente determinado. Geralmente estaremos interessados na flecha maxima
de modo a determinar a maxima altura livre e um projeto mais econdémico.

As reag0es nos apoios sao as componentes vertical e horizontal da tragéo no
apoio.

Para cabos exclusivamente sob cargas verticais a componente horizontal H
da tragé@o tem o mesmo valor em cada segmento do cabo. Assim, a tragéo (T;;) num
segmento 1J qualquer do cabo pode ser dada em funcdo da componente horizonta

H e da inclinacdo 6; do segmento 1J através da seguinte expressao

T;; = eq21
Y cos@; 1

Nos cabos a tracdo maxima a qual nos interessa ocorre no trecho mais

inclinado geralmente no(s) apoio(s)

Fig. 358 — Cabo exclusivamente sob cargas verticais
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P,
Py

Fonte: Adaptado de Leet (2010)
Onde:

Linha AD - corda do cabo. (linha passando pelos apoios)

P, e P, - cargas verticais atuantes no cabo

T, eTp — tracdo no cabo nos apoiosV,,Vp e H — reagdes nos apoios
(respectivas componenetes da tragdo nos apoios)

hg e h; — flechas nos pontos B e C do cabo sendo hg a maior (flecha maxima)

0, — inclinagao do cabo no apoio A e tambem do trecho AB

0p — inclinagio do cabo no apoio B e também no trecho CB

0. = 0 — inclinagio do cabo no trecho CD e também no apoio D

9.5 Teorema geral dos cabos

O Teorema Geral dos Cabos nos diz basicamente o seguinte: a reagao
horizontal H da tracdo num cabo é igual ao momento fletor (M) no mesmo ponto de
uma viga simplesmente apoiada de mesmo vao e suportando as mesmas cargas nas

mesmas posicoes dividido pela flecha (h) do cabo no ponto considerado.
Adaptado de Leet (2010)
Observe a figura a seguir
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Figura. 359 - Teorema geral dos cabos

Fonte: Soriano (2007)

Logo, podemos escrever:
H=— eq.22

onde:

H— componente horizontal da tracdo T no cabo (reagdo horizontal nos
apoios)

M.— € o momento fletor no ponto C da viga AB (calculado a partir do DCL
final da viga de substituicdo considerando as forgas, inclusive a reacdo de apoio, a
esquerda ou a direita do ponto em questao)

h— ¢é a flecha do cabo num ponto C qualquer
(Adaptado de Leet 2010)
9.6 Forma funicular de um cabo

Um cabo de peso desprezivel suportando um conjunto de cargas
concentradas se deforma em uma série de segmentos lineares e a forma resultante
nos chamamos de poligono funicular.

Para um cabo sob carregamento uniformemente distribuido a forma funicular

€ uma parabola dada pela seguinte expressao
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4hx?

onde:

eq.23

y— € a altura do cabo na posigéo x sendo x medido a partir do ponto de flecha
maxima, ou seja, a partir do meio do vao
h— ¢é a flecha no meio do véao (flecha maxima)

L— é o vao do cabo (distancia entre os apoios do cabo)

Figura. 360 — Forma funicular de um cabo

-z~ rz -
Fonte: Leet (2010)
A inclinacédo (y’) do cabo numa posicao x qualquer (partindo do meio do véao)

€ dada pela derivada da curva y, logo

, 8hx
y = Iz eq.24

A eq. 24 mostra que a inclinagdo maxima (y'm4,) 0corre quando x € maximo
L . . o
(x = 5), Ou seja, nos apoios. Substituindo x na eq. 24, temos:

, 4h

Y max = L
logo, o angulo () de inclinacdo nos apoios, é:
4h
0° = tan™! (—) eq.25
L
Observacdo: um cabo exclusivamente sob a agdo do peso préprio ndo é uma
parabola, mas uma catenaria, porém se a flecha maxima h que ocorre no meio do
vao for pequena (h < 0,2L) podemos resolver como um cabo parabolico como
mostra a figura abaixo
9.7 ReacgOes de apoios e forgca de tracao em cabos

As reag0Oes de apoios em cabos podem ser obtidas aplicando-se somente as

equacdes de equilibrio estatico ou pela aplicacdo conjunta do Teorema Geral dos
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Cabos e das equacdes de equilibrio estatico especialmente nos cabos de apoios ndo
alinhados.

Para cabos de apoios alinhados na horizontal a ordem de resolu¢éo nédo é
relevante, porém quando os apoios ndo estdo no mesmo nivel devemos primeiro
calcular o empuxo H aplicando o teorema geral dos cabos (item 9.2.1)

Exemplos:

1°) Calcule as reacdes de apoios, a flecha no ponto C e também a for¢a de
tracdo em cada segmento do cabo abaixo.

Considere todas as distancias em metros
Figura. 361 — Exemplo 1

12 KN 6 KN
— zo ! 2" | 20—

Adaptado de Leet (2010)
RESP

DCL inicial
A) Reacdes de apoios
* Reacgdes verticais
Como os apoios estdo no mesmo nivel podemos imaginar a corda AD como
sendo uma viga equivalente, logo:
ZMD=0 ~ 100Dy —70%6 —30%12 =0 = 100Dy, — 420 —360 = 0 =
100Dy —780=0= 100Dy, =780 = Dy =7,8KN

ZFV=O.'.AY+DY—12—6=0:>AY+7,8—18=0:> Ay —102=0=

Ay = 10,2 KN
* Reacéo horizontal H (empuxo)
Aplicando o Teorema geral dos cabos, analisando pela esquerda do ponto B

da viga equivalente e aplicando a eq. 22 (item 9.2.1), temos:
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Figura.362 — Exemplo 1 (viga equivalente)

& .

A T B
‘ Ay = 10,2 KN
|

|
| 30 m

Fonte: autor

_ Mp 30+10,2 306
 hgy 6 6

forca de tragdo,logo é sempre positivo)

B) Flecha (h¢) no ponto C

el

=51KN = (oempuxoemcabos H é sempre uma

Conhecendo o empuxo H podemos calcular a flecha num ponto qualquer

aplicando o teorema geral dos cabos, analisando convenientemente a viga

equivalente pela direita ou pela esquerda do ponto (menor numero de forcas) e

aplicando a eq.22 (item 9.2.1).

Para o ponto C, temos:

Figura.363 — Exemplo 1 (viga equivalente)

T D
Dy = 7,8 KN KN

Vica c T
|
| 30m I
Fonte: autor
H:% N h6=%=30*7'8=234=4,59m
he H 51 51

C) Tracdo em cada segmento do cabo

*Tracdo no segmento AB

A tracéo (T,5) no segmento AB de extremidade € igual a tracéo (T,) que atua

no apoio A e cujas componentes cartesianas sao as ja conhecidas reaces H e 4,

no apoio A. Assim podemos aplicar o teorema de Pitagoras para obter atracéo (Typ),

logo
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Tyg =Ty = |H2+V,%2 =512+ 10,22 = 52 KN

* Tracdo no segmento BC intermediario
Para obter a tracdo no segmento intermediario BC o modo mais pratico &

encontrar o angulo de inclinacdo do segmento e aplicar a equacdo mostrada abaixo

Tge = .21 (it 9.2
BC cos 05 eq (item )

Onde:
hg — h 6 — 4,59
0p = tan_l( BlBC C) =tan™! (T) =2,02°
H 51

Tpe = = ~ Tgc = 51,03 KN
Bc cosOp cos(2,02°) Bc

* Tragdo no segmento CD de extremidade

A tracao (T¢p) no segmento CD de extremidade € igual a tracédo (Tp) que atua
no apoio D e cujas componentes cartesianas sdo as ja conhecidas reagdes H e D,
no apoio D. Assim podemos aplicar o teorema de Pitagoras para obter atracéo (T¢p),

logo

Tcep = |H? +Dy? = /512 + 7,82 = 51,59 KN

2°) determine as reag¢fes nos apoios A e D, a tensdo maxima no cabo e o valor da

flecha méxima do cabo no ponto C.
Figura 364 — Exemplo 2

1X m ! 9 m 49m —

Fonte: Leet 2010
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RESP
A) Reacdes de apoios

Para encontrar a reagao horizontal H, vamos aplicar o teorema geral dos
cabos

* Reacéo horizontal H (viga equivalente DCL final)

Figura.365 - Exemplo 2 (viga equivalente)

Z
~
O

L T

B C
1200 m ——==+==—9.00 m —=t==—9.00 m ﬁ

30.0 kN

K

19.8 kN E >

282

Fonte: autor
Nesse caso, conhecemos a flecha do cabo no ponto B, assim vamos escolher
convenientemente aplicar a eq. 22 do item 9.2.1 a parte da viga de substituicdo a
esquerda do ponto B
Mp Vyg*xLjg 19,8%12
“hy  hy 3

~ H=179,2KN

* Reagdes verticais
Conhecendo o empuxo H, usamos (3 M = 0) em relacdo a um dos apoios do

cabo (fig. 366) para encontrar uma de suas reacgoes verticais

zMA>= 030Dy, —30%21—18%12+ 6% 79,2 =0 = 30D, — 630 — 216 + 475,2
=0

30Dy — 846 +475,2 =0 = 30D, —370,8 = 0 = 30Dy = 370,8 = Dy = 12,36 KN

ZFV =0:A4,4+1236—-30-18=0=>4,+1236—-48=0=>4, —3564=0=>

Ay = 35,64 KN
B) Tracdo méaxima no cabo
Sendo ainclinagdo no apoio A, em relacdo a horizontal, a maior entédo a tragao

maxima ocorre no apoio A ou ainda no trecho AB

Tomix = Ta = |H? + Ay? = /79,22 + 35,642 = 86,85 KN
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Também podemos usar:

Tmix=——— €q.21 (item?9.2
max cos eméx eq (ltem )

C) Flecha méaxima (h,sx)
Para encontrar a flecha maxima (h,,4,) a qual ocorre no ponto C calculamos

o0 momento, pela esquerda ou pela direita, do ponto C da viga equivalente e

aplicamos a eq. 22 dada no item 9.2.1
Figura.366- Exemplo 2

180 kN
300 kN

!

A D
G
z 1200m — B -900m = C 900m —=
o o
[*)] 0@
~ N

Fonte: autor

Usando a parte a direita do ponto C da viga equivalente, temos
M _ 28,2 %9

c
hpsx = he = 7 logo, hmax = he = 79 2

o hméx = hc = 3,20 m
3°) Para o cabo BD sob carregamento uniformemente distribuido mostrado abaixo
determine a tracdo maxima no cabo entre os pontos B e D e também a tracao no
cabo AB

Considere todas as distancias em metros

Figura. 367- Exemplo 3

q = 0,6 KN/m

S N S

[} Parabola ‘Q"E
! by I i’ I 1 | .|r_]'—-|

Fonte: Leet 2009
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A) Resolvendo o cabo BD

DCL inicial para o trecho BD
— 120
Frpp = App = (0,6x120) = 72KN e XB=T=60m

Fig. 368 - Exemplo 3

q=06KN/m
. AYIL 1
H -_—
H \ r
Parabola

| e ! ol |
Fonte: adaptado de Leet 2009
A) Componente horizontal (H) da tracdo nos apoios (empuxo)
Para encontrar a componente horizontal H da tracdo no cabo vamos aplicar

o teorema geral dos cabos, assim temos
Viga equivalente (DCL final)
Fig.369 - Exemplo 3

0.60 kN/m

g LLLLLLLLLLLTTTTDDDITULLLLLLTTTLL

C

60m

60m
Vg =36 KN Vp =36 KN
Fonte: autor

Agora calculamos momento no ponto C, cuja flecha é conhecida. Assim,

considerando a parte da viga a esquerda de C,

Frpc = Apc = (0,6x60) =36 KN e )_(B:%=30m
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Fig. 370 — Exemplo 3

36.0 KN

l ) M

B C
30m >‘< 30m Q

Fonte: autor
ZMC>=O " M;—36%604+36%30=0= M, —2160+ 1080 =0 = M, — 1080 = 0
M. = 1080 KN.m

36 KN

Vg

Agora usamos a eq. 22 do item 9.2.1 para calcular a componente horizontal

H da tracao no cabo (ha equag¢do usamos o médulo do momento)
_ Mg 1080

"~ he 10
Agora observando o DCL inicial do cabo BD (fig. 370) usamos (3 M = 0) em

~ H=108 KN

relagdo a um dos apoios para obter uma das reacdes verticais para o cabo (observe

gue o cabo BD é simétrico)

ZMD =0~ 1204, —60 %72 = 0 = 1204, — 4320 = 0 = 1204, = 4320 =

Ay = 36 KN = Dy (estrutura simétrica)

B) Tracdo méaxima no cabo BD (T ,4x)

As inclinagdes do cabo sdo maiores nos apoios, assim a tracado maxima ocorre
la e sendo a estrutura simétrica a tragcdo maxima nos apoios possuem 0 mesmo
valor. Como j& conhecemos as reagfes nos apoios, componentes cartesianas da
tracdo, podemos aplicar Pitdgoras para calcular a tracéo.

Usando as for¢as no apoio B e aplicando Pitagoras, temos

Toix =T =Tp = /HZ + Ay? =/1082 + 362

= 113,84 KN (estrutura simétrica)
No caso de um cabo de apoios alinhados, peso desprezivel e sob

carregamento uniformemente distribuido, como nesse exemplo, o cabo descreve
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uma parabola e a tracdo maxima ocorre nos apoios e pode ser obtida sem as reacdes
de apoios aplicando-se as equacdes abaixo.

_ H

- cos(eApoio)

Onde:

eq.21 (item9.2)

Tméx

4h
0° apoio = tan™! (T) eq.25 (item9.2.2)

Acompanhe a resolucéo abaixo:

. _1(4h _1(%*10 .
0° apoio = tan (T)=tan (120 )=18,43

Substituindo na eg. 21, temos:

L __H 108
™ €08(Oapoio)  €0S(18,43°)

= 113,84 KN

C) Tracédo no cabo AB
Desprezando-se o peso préprio a tracdo no cabo AB pode ser encontrada

aplicando-se a eq. 21 dada no item 9.2

8
- =152,76 KN

Tip = o Typ = ———
4B ™ cos @ AB ™ cos 45
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CAPITULO X

10. Esforcos solicitantes internos

Neste capitulo estudaremos os esforcos que surgem e atuam dentro de um
elemento estrutural sempre que um carregamento externo ativo passa a atuar sobre
ele. Esses esfor¢cos sdo chamados de esforgos solicitantes internos.

Nesta apostila vamos estudar apenas estruturas planas e nesse caso 0
momento torsor € nulo, pois ndo ha carga fora do plano da estrutura, assim o0s Unicos
esforcos solicitantes internos atuantes serdao: esforgco normal (N), esforgo cortante

(V) e momento fletor (M).

10.1 Esforgo normal solicitante interno (N):

Esforco interno que atua perpendicularmente ao plano da secao transversal
e pode ser de tracdo ou de compress&o. E originado por cargas externas que atuam
na direcao do eixo longitudinal da peca (cargas axiais)

Quando a forca axial externa tender a esticar a peca (vetor forca saindo da
secao) o esfor¢co normal (N) sera de tracdo. Quando a forca axial externa tender a
encurtar a peca (vetor entrando na secao transversal) o esforco normal, sera de
compressao

Nessa apostila vamos adotar a seguinte convencao de sinais para o esforco
normal

a) O esforco normal de tracéo (seta saindo da secao transversal) é positivo

b) O esforco normal de compressao (seta entrando na secao transversal) é
negativo

Para evidenciar os esfor¢cos internos em uma sec¢do qualquer de uma
estrutura fazemos um corte imaginario pelo ponto de interesse separando o elemento
estrutural em duas partes.

A fig. (a) mostra uma barra tracionada por uma forga axial P. Na figura (b) a
barra foi cortada por um plano transversal e podemos visualizar a distribuicdo das
forcas internas e a correspondente forca normal resultante interna N de tracdo na

secao cortada.
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Figura 371

Fonte: Beer e Russel (Resisténcia dos Materiais)
10.2 Esforgo cortante solicitante interno (V)
Esforco interno que atua paralelamente ao plano de uma secéo transversal
guando uma carga externa transversal ao eixo da barra tende a fazer uma parte da
estrutura deslizar, subir ou descer, em relacdo a outra parte.

Na figura abaixo, V é a for¢a cortante interna na secéo C cortada

P
A c (=]

Figura 372

Pt

Fonte: Beer e Russel (Resisténcia dos Materiais)

Na figura acima vemos a barra AB cortada em C e o esfor¢o cortante (V)
interno que surge na secdo C quando as cargas transversais P’ e P tendem a
produzir o deslizamento entre os trechos AC e CB

Nessa apostila vamos adotar a seguinte convencao de sinais para o esfor¢o
cortante (V):

* Em uma analise pela esquerda o cortante ser& positivo se a forca transversal

externa tender a levantar a parte a esquerda da viga como mostra a figura abaixo
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Figura 373

e

Forca cortante positiva

Fonte: www.ufjf.br

Caso contrario, como mostrado na figura abaixo, o cortante sera negativo

Figura. 374

Forga corlante negativa
Fonte: www.ufjf.br

Quando a analise for pela direita a conveccao de sinais se inverte, ou seja, 0
cortante sera positivo se o sentido da forca transversal externa for para baixo e
negativo se a forca cortante externa for para cima

10.3 Momento fletor solicitante interno (M):

O momento fletor interno € produzido por cargas externas transversais ao eixo
longitudinal de uma barra e que tendem a curvar a pe¢a. Em nosso estudo vamos
considerar o momento fletor positivo quando a curva apresentar a concavidade
voltada para cima, ou seja, quando tracionar as fibras inferiores e comprimir as
superiores, caso contrario o momento é negativo.

A figura abaixo mostra uma viga AB curvada sob o efeito de um momento

fletor positivo produzido por um carregamento uniformemente distribuido
Figura. 375

Fonte: Beer e Russel (Resisténcia dos Materiais)

A figura abaixo mostra um corte da viga AB evidenciando o giro da sec¢éo
transversal tracionando as fibras inferiores e comprimindo as superiores por efeito

do momento fletor interno positivo que atua na viga AB
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Figura. 376

Fonte: www.ufjf.br

10.4 Relagdes fundamentais da estética

No item anterior aprendemos o conceito de esfor¢os internos. Agora vamos
desenvolver relacbes matematicas que fornecem a variacdo de tais esforcos em
fungdo da posicdo X ao longo do comprimento L de um elemento estrutural
permitindo tracar os chamados diagramas de esforcos internos que s&o as
representacfes graficas desses esforcos e possibilitam uma analise estrutural
detalhada do elemento em estudo.

A) Relagéo entre o esforgo normal interno e cargas axiais.

Observe a barra AB representada a abaixo sujeita a um carregamento axial
uniformemente distribuido dado por uma funcdo P(X) e na qual estamos

considerando um elemento de comprimento infinitesimal dx localizado na posicéo x.
Figura 377

|
,
|

Fonte: elétrica.ufpr.

A figura abaixo mostra uma ampliacédo do elemento de comprimento dx. Para
garantir o equilibrio do elemento atuado pela resultante p(x) * dx do carregamento
axial € necessario que surjam esfor¢os internos em ambos os lados do elemento

como mostra a figura a seqguir:
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Fig. 378— Detalhe do elemento de comprimento infinitesimal dx

p(x).dx
—
N (N + dN)
— |
dx

Fonte: autor
Onde:

N - é aresultante do esfor¢co normal interno produzido pela parte da estrutura
aesquerda do elemento dx
dN - acréscimo do esforgo normal interno ao longo do comprimento dx
p(x) *dx - resultante do cargamento axial estarno p(x) ao longo
do comprimento dx do elemento
Para garantir o equilibrio do elemento na horizontal devemos ter:
—N + p(x)*dx + (N + dN) = 0= —N+ p(x)*xdx +N +dN =0>
p(x)*dx+dN =0 = dN =-—p(x)=*dx,

aplicando a integral indefinida nos dois lados, temos
N=]—p(x)*dx+N’

A funcéo acima fornece o esfor¢go normal interno (N) em termos da posicao x
ao longo de uma barra e o sinal negativo indica que o carregamento axial P(x) esta
comprimindo a barra

A constante N’ é a forca ou soma das forcas axiais externas concentradas, se
existirem, aplicadas no inicio de uma barra ou de um trecho a ser analisado
(condicéo de contorno)

B) Relacgao entre cargas transversais externas, esfor¢o cortante (V) e momento
fletor (M).

Observe a barra representada a abaixo sujeita a um carregamento distribuido

g(x) e na qual estamos considerando um elemento de comprimento infinitesimal dx

localizado na posicéo x.
Figura. 379
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Fonte: Hibbeler (Resistencia dos Materiais)

Para garantir o equilibrio do elemento de comprimento dx, representado
abaixo e sobre o0 qual atua a resultante q(x) * dx da forca axial externa € necessario
gue surjam esforgos internos em ambos os lados do elemento como mostra a figura
a seqguir:

Detalhe ampliado do elemento de comprimento dx

Figura 380

dF = q(x)dx
| o at)
Vo mwm WY
b | T J/ ) A+dhd
| -::.5{ | ".r+d"._'
Fonte
Onde:

V — esforco cortante interno total desde o inicio da viga até a face esquerda do
elemento dx
M
— momento fletor interno total desde de o inicio da viga até a face esquerda do
elemento dx
dV e dM — sao acréscimos do cortante e do momento ao longo do comprimento
dx do elemento
dF = q(x) * dx - é aresultante do carregamento distribuido ao longo do
comprimento dx aplicada no ponto dx/2
Para que ocorra o equilibrio do elemento dx na direcdo vertical devemos ter:
V—qx)*xdx—V+dV)=0=>V—-—qx)xdx—V —-dV =0 = —q(x)*dx —dV

=0
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dV = —q(x) * dx

Aplicando a integral indefinida aos dois membros, temos
V=f—q(x)*dx+V’

A funcao acima fornece o esforco cortante interno (V) em termos da posi¢cao
X ao longo do trecho analisado e mostra que o cortante € a integral do carregamento
externo transversal ao eixo do elemento

A constante (V') é a soma das forcas transversais externas concentradas, se

existirem, aplicadas no inicio do trecho em analise (condi¢cdo de contorno)

C) Relacéao entre cargas transversais externas e momento fletor
Analogamente para o equilibrio do elemento dx (fig.382) em relacdo aos

momentos, temos

dx
M+V*dx+[—q(x)*dx]*7—(M+dM)=0

2

dx
M+V xdx —q(x) * -M—-dM =0 =

2

2
X
o termo - é um infinitesimal de ordem, ou seja, é infinitamente pequeno, e
pode ser desprezado
assim temos:
Vxdx—dM =0 = —dM =-Vx*xdx ~ dM=Vx*dx

aplicando a integral indefinida aos dois membros, temos
M = f Vxdx+M

A funcéo acima fornece o momento fletor interno (M)em termos da posigcao X
ao longo do trecho analisado e mostra que o momento é a integral do cortante no
trecho em analise

A constante (M’) € a soma dos momentos resultantes, se existirem, aplicados
no ponto inicial do trecho em analise (condi¢cdo de contorno)

As funcgdes que foram obtidas sdo chamadas de relagbes fundamentais da
estatica.
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Para utilizar essas relacdes na construcao dos diagramas de esforgos internos
€ necessario saber identificar os chamados pontos notaveis que sdo 0s pontos que
definem os trechos de andlise ao longo de um elemento estrutural e também

estabelecer uma convencéo de sinais para os esforgos internos
10.5 Pontos notéaveis

Os chamados pontos notaveis séo aqueles que definem trechos de analise ao
longo de um elemento estrutural. S&o eles

A) Ponto inicial e final de uma barra

B) Ponto de aplicacdo de uma carga concentrada ou de um momento fletor
externos.

C) Ponto de inicio e termino de carregamento distribuido

D) descontinuidade geométrica (mudanca de direcédo da barra)
10. 6 Convencao de sinais

Para a aplicacdo das relacdes fundamentais entre os esfor¢os internos vamos
adotar a convecgéao de sinais explicada abaixo

A) Para uma andlise de um trecho AB qualquer pela ESQUERDA a figura
abaixo mostra o sentido positivo para as forcas e momentos externos atuantes no

ponto inicial (ponto A) do trecho a ser analisado

Fig. 381 — Detalhe do trecho de uma viga analisado pela esquerda (de A para B)

o q(x)
< |
K_A“ r E

fonte: autor
Trecho AB pela ESQUERDA

A<x<B

VABzf—q(x) dx+ZV’
MAB:fVAde-I_ZM,
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Nyg = fp(x) dx+ZN’

onde

V ,g— € afuncao do cortante no trecho AB

M, — é a funcdo do momento no trecho AB

N, — € a funcéo do esforco normal interno no trecho AB

q(x)— é o carregamento transversal distribuido que atua no trecho AB. Pela
esquerda g(x) para baixo € negativo.

p(x) - € o carregamento axial distribuido que atua no trecho AB. P(x) é
positivo se for de tracdo e negativo se for de compressao seja pela esquerda ou pela
direita

Y. V'— é a soma das cargas externas que produzem cortante no ponto inicial
de extremidade do trecho em analise, se existirem. Nos pontos iniciais de trechos
internos 0 ), V' é o cortante do trecho anterior somado com o cortante produzido por
cargas externas aplicadas no ponto inicial do trecho interno, se existirem.

Analisando pela esquerda as cargas externas transversais ao eixo da barra
aplicadas no ponto inicial de cada trecho, externo ou interno, serdo positivas quando
o sentido for para cima e negativas quando o sentido for para baixo

>M' - é o momento externo, se existir, no ponto inicial de um trecho de
extremidade ou o0 momento interno do trecho anterior aplicado no ponto inicial do
trecho interno seguinte ou ainda o momento do trecho anterior somado com um
momento externo aplicado no inicio do trecho interno a ser analisado com aplicados.
Analisando pela esquerda momentos externos aplicados dentro do trecho, se
existirem, serdo positivos no sentido horario e negativos no sentido anti-horario.

> N' - é a soma das cargas axiais, externas e internas do trecho anterior,
aplicadas no ponto inicial do trecho em analise. Sao positivas as que forem de tracao
e negativas as de compressao seja pela esquerda ou pela direita

B) Para uma analise de um trecho AB qualquer pela DIREITA a figura abaixo
mostra o sentido positivo para as forcas e momentos externos atuantes no ponto

inicial do trecho (ponto B)
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Fig. 382 - Detalhe do trecho de uma viga analisado pela esquerda (de A para B)

[
» )

—

N Kieiaa

‘il
i e e e R e

p(x)

n

A

X

——)

Fonte: autor

Trecho BA pela DIREITA

B<x<A

VBA=fq(x) dx+ZV'
MBA=]—VBAdx+ZM,

NBAzfp(x)dx+ZN’

onde

Vg4— € 0 valor do cortante em um ponto x qualquer do trecho BA

Mg, —€é 0 valor do momento em um ponto x qualquer do trecho BA

Ng,4 — € o valor do esfor¢co normal interno em um ponto x qualquer do trecho
BA

q(x)— é o carregamento transversal distribuido que atua no trecho BA. Pela
esquerda q(x) para baixo € negativo e pela direita é positivo.

p(x) - € o carregamento axial distribuido que atua no trecho BA. P(x) é
positivo se for de tracédo e negativo se for de compresséo.

Y. V'— é a soma das cargas externas que produzem cortante no ponto inicial
do trecho em analise. Nos pontos iniciais internos o). V' é o cortante do trecho
anterior somado com o cortante produzido por cargas externas aplicadas no ponto,
se existirem.

Analisando pela esquerda as cargas externas transversais ao eixo da barra

aplicadas no ponto inicial de cada trecho serdo positivas quando o sentido for para
274



cima e negativas quando for para baixo, pela direita séo positivas cargas transversais
para baixo e negativas as que apontarem para cima.

YM' - é a soma dos momentos, externos e internos do trecho anterior,
aplicados no ponto inicial do trecho em analise. Analisando pela direita momentos
externos aplicados dentro do trecho, se existirem, serdo positivos no sentido anti-
horario e negativos aqueles no sentido horario.

YN’ —» é a soma das cargas axiais, externas e internas do trecho anterior,
aplicadas no ponto inicial do trecho em analise. Sao positivas as que forem de tracéao
e negativas as de compressao seja pela esquerda ou pela direita

* Podemos iniciar a analise de qualquer elemento pela esquerda ou pela
direita indiferentemente

Observacao: para um trecho qualquer o ponto da extremidade final néo
pertence ao trecho, ou seja, um trecho AB qualquer vai do ponto A até o ponto
imediatamente antes do ponto B, assim eventuais cargas ou momentos
concentrados aplicadas no ponto B (extremidade final do trecho AB) ndo entram nas
equacdes dos esforcos internos no trecho AB (as cargas aplicadas no ponto B, final
do trecho AB, pertencem ao trecho BC)

10.7 Diagramas de esforgos internos

As funcdes dos esforcos solicitantes internos, obtidas no item 10.4 e
mostradas no item anterior, fornecem os esforcos internos em qualquer posicdo X
ao longo do comprimento L de um trecho ou de um elemento estrutural nos
permitindo construir os chamados diagramas de esforcos internos que sao as
representacdes gréaficas da variacao dos referidos esforcos ao longo de um elemento
10.8 Interpretando o diagrama do esforco cortante

E importante saber interpretar o diagrama do cortante, pois através dele
podemos obter muitas informacdes sobre as cargas e esforcos que atuam no
elemento estrutural analisado

A) Relacéo entre o esforgo cortante e o carregamento sobre a estrutura

* Trecho onde o cortante é uma reta horizontal (valor constante) — indica

auséncia de cargas no trecho
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* Trecho onde o cortante € uma reta inclinada — indica a existéncia de um
carregamento uniformemente distribuido no trecho. Mudanca na inclinacéo da reta
do cortante indica mudancga no valor do carregamento distribuido.

» Salto no diagrama do cortante (descontinuidade) — indica presenca de carga
concentrada no ponto onde ocorre 0 salto do cortante

B) Relacédo entre o cortante e 0 momento fletor

Vimos que o cortante é a derivada do momento e como vamos trabalhar
somente com func¢des continuas em intervalos fechados, entdo os candidatos a
ponto de momento maximo (M,,s,), €m modulo, sdo:

* As extremidades dos trechos (extremos dos intervalos)

* Pontos onde existem “bicos” ou saltos no diagrama do cortante e pontos
onde o cortante se anula interceptando o eixo da viga (numeros criticos da fungéo
do cortante)

* Nos trechos ao longo do qual o cortante € nulo, coincidindo com o eixo da
viga, 0 momento é constante (trecho onde a derivada € nula a primitiva € constante)

* Sendo o momento a integral do cortante, entdo podemos obter o momento
em um ponto qualquer como a soma das areas sob o diagrama do cortante até o
ponto considerado.

10.9 Diagramas dos esforcos internos para vigas exclusivamente sob cargas
concentradas

Nesse item vamos aprender a construir os diagramas dos esfor¢os internos
para vigas exclusivamente sob cargas concentradas

Roteiro para construcdo dos diagramas de esforcos internos para vigas em
geral.

A) Construa o DCL final da viga

B) Marque os pontos notaveis no DCL final. Escolha convenientemente se a
analise iniciara pela esquerda ou pela direita e defina os trechos de analise fazendo
cortes na viga (uma linha transversal ao eixo da viga imediatamente antes de cada
ponto notavel com excecéo do ponto inicial de extremidade)

C) Aplique as relacdes da estética (item 10.6) para obter a funcéo de cada
esforco interno em cada trecho

Observacao:
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* O esforgo interno num ponto no inicio de um trecho é a soma do esforco nos
trechos anteriores somada as forcas ou momentos externos aplicados no ponto

* Forgas ou momentos aplicados no ponto final de um trecho em analise nao
entram nos calculos dos esfor¢os internos do trecho e sim nos célculos do trecho
seguinte

* Nas vigas o diagrama do cortante e do esforco normal positivos séo
desenhados acima do eixo e 0s negativos abaixo do eixo da viga.

* O momento fletor € sempre desenhado do lado das fibras tracionadas e,
nas vigas, se 0 momento é positivo as fibras tracionadas séo as inferiores, logo o
diagrama de momento positivo deve ser desenhado abaixo do eixo, porém se o
momento for negativo as fibras tracionadas sao as superiores, e 0 momento deve
ser desenhado acima do eixo da viga

F) Sendo o momento a integral do cortante, entdo podemos obter o momento
em um ponto qualquer como a soma das areas do diagrama do esforco cortante até
o ponto considerado (Método das Areas)

As reacOes e os diagramas foram obtidos usando o FTOOL e diferencas
minimas entre os valores fornecidos pelas expressfes e os valores fornecidos pelo
programa sao devidas a eventuais arredondamentos

1°) Construa os diagramas dos esforcos internos para a viga abaixo
Fig. 34 — Exemplo 1

DCL final
=
St
_
@
A . 1 1 B
|
C
= =
S S
] ]
(] (]
1.50 m | 1.50 m

Fonte: autor
RESP

Vamos resolver esse primeiro exemplo detalhadamente para que ele sirva de

modelo para os demais
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Os pontos notaveis sdo: o ponto A (inicio de barra), o ponto C (ponto de
aplicacao de carga concentrada) e o ponto B (término de barra).

Vamos escolher analisar pela esquerda, assim os trechos de andlise serdo
AC e CB.

* Trecho AC pela esquerda

Cortando a viga imediatamente antes do ponto C (final do trecho AC)

Lembre-se: Cargas aplicadas no ponto final de um trecho, nesse caso, 6 KN
aplicada no ponto C, ndo entram no calculo dos esfor¢os do trecho (AC), mas sim

nos calculos do trecho seguinte, nesse caso, o trecho CB

Fig. 384 — Exemplo 1

A e
-
X
1.0 m

Fonte: autor

DKkN

3

Observe que no trecho AC temos: q(x) =0

* Esforgo cortante (V4¢) no trecho AC
(02<15)
0<x<1,5
Vac = f —q(x) dx + z V' = nesse caso,existe apenas a reacio V, aplicada no
ponto A inicial, assimz V' =V, =3KN,logo:

VAC=j—q(x)dx+ZV’=J—0dx+3=0+3=3kN a Ve

= 3 KN (cte)

* Momento fletor (M4¢) no trecho AC
My = f Vipdx + z M = Z M' = 0 KN.m ,pois nesse caso nao existe

nenhum momento externo atuando no ponto A inicial, assim temos:
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MAC=fVACdx+ZM'=f3dx+0=3x+0 MAC=3x

* Esforgo normal no trecho AC
Nyc = f p(x) dx + z N - ndo existe carga axial concentrada no ponto A e nem
distribuida ao longo do trecho AC,logo

NAC=f0dx+O=0 ﬁNA(":O

* Trecho CB pela esquerda
Fig. 385- Exemplol

i 6 KN
MACC ) L &
4 C
=
VAC x ;
]
== 1 50 m

Fonte: autor

Vic e My — sdo os esforcos internos produzidos no ponto C devidos ao trecho AC anterior

* Esforco cortante (Vg) no trecho CB

Observe que no trecho CB temos: q(x) =0

(o<rers)
0<x<1,5

Veg = j —q(x) dx + Z V' = aquio Z V' é o cortante do trecho AC anterior

calculado em (x = C = 1,5m) somado a forga cortante externa de 6 KN aplicada

no ponto C,inicio do trecho CB, assim:

Veg = j —q(x) dx + Z V' = J —0dx + [Vae(1,5) + (—6)] = 0+ (3—6) = —3 kN

Vcp = —3KN (constante no trecho CB)
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* Momento fletor (M.g) no trecho CB

MCBszCde-I_ZMI

— nesse caso o momento no ponto C é o momento devido
ao trecho AC anterior e que é igual ao momento M ¢ calculado no ponto

(C = x =1,5m) final do trecho AC e inicio do trecho CB, assim:

MCB= fVCde+ZM=f_3dx+MAC(C)=_3x+(3*1’5)

=-3x+4,5
MCB =-—-3x+ 4',5

 Esfor¢co normal no trecho CB

NCB:_fp(x)dx-l_zN:) NCB:dex+NCB(C):O+0:O:> Ncg =0

Podemos também calcular o trecho CB mais facilmente iniciando a andlise

pela direita (ponto B). Sugerimos ao leitor que faca essa resolucao.

» Construindo os diagramas dos esforgos interno
A) Diagrama de esforgo cortante (DEC)

(6<x<1s)
0<x<1,;5

Vac = 3 kN (constante no trech AC. Nao depende da posicao X. O grafico é uma

reta horizontal.

(ox=1s)
0<x<1,;5

VCB = —3 KN
* Lembre-se: nas vigas o cortante positivo é desenhado acima do eixo da viga
e o cortante negativo abaixo do eixo

DEC
Fig. 386 — Exemplo 1

3.0 KN

—3.0KN 280



Fonte: autor

» O salto do cortante de 3 KN para -3KN, no ponto C, indica a presenca de
carga concentrada nesse ponto cujo valor é: 3 — (=3) = 6 KN

* Os candidatos a ponto de momento maximo sao as extremidades Ae B e o
ponto C onde ocorre salto do cortante. Como 0s momentos nas extremidades séo
nulos (apoios do 1°e 2° género), entdo o momento de valor maximo (M,,s,) deve
ocorrer no ponto C.

» Sendo o0 momento a integral do cortante, entdo podemos obter 0 momento
em um ponto qualguer como a soma das areas dos cortantes até o ponto
considerado, por exemplo, o valor do momento maximo € igual a area sob o
diagrama do cortante do ponto A até o ponto C do trecho AC.

My = Age = (1,5%3) = 45KN.m

O valor do momento no ponto B, é:

Mg =Au—Acg =(1,5%3)—(1,5%¥3) =0KN.m

(areas abaixo do eixo Acp entram como "negativas")

B) Diagrama do momento fletor (DMF)

(6<x<1s)
0<x<1,;5

M, = 3x (funcao do 1° grau, o grafico é uma reta inclinada)

* No ponto A, temos x=0m,logoM, =30 =0KN.m

* No ponto C (final do trecho AC), temos x = 1,5 m, logo
M;=3%15=45KN.m

(o<rers)
0<x<1,5

Mg = —-3x+ 4,5 (funcgdo do 1° grau,o grafico é uma reta inclinada)
* No ponto C (inicio do trecho CB) temos x = 0 m, logo
Mc=-3%0+45=4,5KN.m
* No ponto B, temos x=1,5m, logo Mp = -3+1,54+45=0KN.m
* Lembre-se: nas vigas, o diagrama de momento fletor positivo deve ser
desenhado abaixo do eixo e o0 de momento negativo acima do eixo

DMF
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Figura 387 — Exemplo 1

A C B

4,5 KNm

Fonte: autor

C) Diagrama do esfor¢o normal (DEN)

(6<x<1s)
0<x<1,;5

N4c =0 KN (o grafico é uma reta horizontal coincidente com o eixo da

barra em AC)

(o<xzis)
0<x<1,5

Ncg = 0KN
DEN
Figura. 388 — Exemplo 1

0 KN

A A

Fonte: autor

Os exercicios a seguir serao resolvidos de modo mais direto para agilizar a

resolucao

2°) construa os diagramas dos esforgos internos para a viga abaixo
DCL final
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Figura. 389- Exemplo 2

3.0 kN
3.0 kN

g

Fonte: autor

0 kN
3.0 kN

3

RESP

Os pontos notaveis (aqueles que definem os trechos de andlise) sédo: o ponto
A (inicio de barra), os pontos C e D (pontos de aplicacdo de cargas concentradas) e
0 ponto B (término de barra).

Vamos escolher analisar pela esquerda, assim os trechos a serem analisados
séo: AC, CD e DB indicados na figura acima

*Trecho AC pela esquerda

Observe que nesse trecho g(x) =0

(osrss)

0<x<?2

VAC:f_q(x)dx-l_ZV,:f0dx+VA:O+3:3 < VAC:3kN
MAC:fVACdx+ZM,:f3dx+O:3x+0:3x S My =3x
NAC=]p(x)dx+ZN'=dex+O=0 x NAC=0KN

* Trecho CD pela esquerda
Observe que nesse trecho q(x) =0

Cozezz)
0<<x<?2

VCD=j—q(x)dx+ZV’=Jde+[VAC(C)+(—3)]=0+(3—3)=0KN

Vep = 0 KN
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V4c(C) = é o cortante do trecho AC anterior calculado em (x = C = 2m)

ponto final do trecho AC. Nesse caso V, é constante e igual a 3 KN
MCszVCDdx-'_ZMI =f0dx+MAc(C)=O+(3*2)=O+6=6
MCD =6KN.m

NCD=fp(x)dX+ZN=f0dx+0=O+0=0 “ Nep=0

* Trecho DB pela esquerda
Observe que nesse trecho q(x) € zero

Cozrzo)
0<<x<?2

VDB=j—q(x)dx+ZV=]de+[VCD(D)—3]=0+(O—3)=—3KN

VDB - —3 KN
Vep (D) — é o cortante do trecho anterior CD calculado em X = D ponto

final do trecho CD. Nesse caso,V;p é constante e igual a ZERO

MDB:fVDde+ZM'=f_3dx+MCD(D):—3X+(6) © Mpg=—3x+6

NDB=jp(x)dx+ZN'=J0dx+0=0+0=0 o NDB=OKN

Diagramas dos esforcos internos

A) Diagrama de esforco cortante (DEC)

(A C) Fig. 390 - Ex. 2
0<x<2 3,0 KN
VAC = 3 kN
(C D) 0.0 KN
A ' B
0<x<?2 s C D iy
Vep = 0 KN
D B —3,0KN
( 0<<x<?2 ) Fonte autor
VDB = _3 KN

* Lembre-se: nas vigas o cortante positivo € desenhado acima do eixo e 0

cortante negativo abaixo do eixo da viga
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* Os saltos do cortante nos pontos C e D indicam a presenca de cargas
concentradas nesses pontos

* Os candidatos a ponto de momento maximo sao as extremidades A e B e os
pontos C e D onde ocorrem saltos do cortante. Como 0S momentos nas
extremidades sédo nulos (apoios do 1°e 2° género), entdo 0 momento de valor
maximo (M,,s,) deve ocorrer no ponto C ou D. Aqui na verdade 0 momento maximo
€ constante e ocorre ao longo do trecho CD onde o cortante € ZERO

* Sendo o0 momento a integral do cortante, entdo podemos obter o momento
em um ponto qualquer como a soma das areas dos cortantes até o ponto
considerado.

B) Diagrama do momento fletor (DMF)

(ozrs2)
0<<x<?2

MAC =3x
* No ponto A, temos x=0m,logoM, =30 =0KN.m
* No ponto C,temosx=2m, logo M =3*2=6 KN.m

(ozrez)
0<<x<?2

M:p = 6 KN.m (constante no trecho CD)

(o<xsz)
0<x<2

Mpp=-3x+6
* No ponto D, temos x=0m, logo Mp, =30+ 6 =6 KN.m
* No ponto B, temos x=2m,logo Mg = —-3%2+ 6 =0KN.m
* Lembre-se: nas vigas, o diagrama de momento fletor positivo deve ser

desenhado abaixo do eixo e 0 de momento negativo acima do eixo

DMF
Fig. 391 — Exemplo 2
A C D B
7 | | =
6,0 KNm 6,0KNm

Fonte: autor
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C) Diagrama do esforco normal (DEN)

A C
( 0<x<2 )
Nyc =0KN
(C D) Fig.392 — Exemplo 2
0<x<2 0.0
Ncp =0KN
D B o
( 0<x<2 ) Fonte: autor
Npg = 0KN

O diagrama é uma reta horizontal coincidente com o eixo da viga

3°) construa os diagramas dos esfor¢os internos para a viga abaixo.
Dado: 6 =40°
DCL final
Fig. 393 — Exemplo 3

H, = 4,66 KN A /{ 5 B
| I L

" 300k ’74}7 h v AN

2.00 kN
[EN
o
=
=

V, = 3,48 KN Vg = 495 KN

2.00m 2.00m 2.00m

Fonte: autor
RESP
Os pontos notaveis séo: o ponto A (inicio de barra), os pontos C e D de

aplicacdo de cargas concentradas e o ponto B término de barra.
Vamos escolher analisar pela esquerda, assim os trechos a serem analisados

séo: AC, CD e DB indicados na figura acima

* Trecho AC pela esquerda
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(ozrsz)
0<x<?2

VAc:f_‘I(x) dx+zVI:f_0dx+VA=0+3'48=3'48 » Vac=3,48KN
MAC:J.VACdx‘l'zMI:fBAB dx+0=348x+0 Myc = 3,48x

Nyc = fp(x) dx + z N' = f 0dx+ (—466—3)=0—7,66 - Ny =—766KN

(N4c constante no trecho AC e o sinal negativo indica compressao nesse trecho)

* Trecho CD pela esquerda

Cozxes)
0<x<?2

Vep = f —q(x) dx+ZV’ - f 0dx + [Vye(C) —2] = 0 + (3,48 — 2) = 1,48 =
Vep = 1,48 KN

Mgp = f Vepdx + Z M = f 1,48 dx + My (C) = 1,48x + (3,48 * 2)

Mcp = 1,48% + 6,96

NcD:fp(x)dx+ZN' = NCD:f0dx+NAc(C):0+(_3):_3:>

NCD = —3 KN
* Trecho DB pela esquerda
(ocrez)
0<x<?2

Vpp = ] —q(x) dx + Z V= j 0 dx + [Vep(D) — 105in 40°] = 0 + (1,48 — 6,43)
Vpp = —4,95 KN

Mpg = j Vpgdx + Z M = J —4,95dx + M-p(D) = —4,95x + (1,48 * 2 + 6,96) =
Mpp = —4,95x + 9,92

Npp = jp(x) dx + Z N= f 0 dx + [Nep(D) + 10 cos 40°] = 0 + (—7,66 + 7,66)

NDB = 0 KN
Diagramas dos esforgos internos

A) Diagrama de esforco cortante (DEC)
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(ozrsz)
0<x<?2

VAC = 3,4‘8 kN

(ozxzs)
0<x<?2

Vegp = 1,48 KN

Cozrzz)
0<x<?2

Vpg = —4,95 KN
* Lembre-se: nas vigas o cortante positivo é desenhado acima do eixo e o
cortante negativo abaixo do eixo da viga
DEC

Fig. 394 — Exemplo 3

348 KN

1,48 KN

—4,95 KN
Fonte: autor

» Observe que o cortante de valor maximo vale (4,95 KN) e ocorre no trecho
DB

* Os saltos do cortante nos pontos C e D indicam a presenca de cargas
concentradas nesses pontos

* Os candidatos a ponto de momento maximo sao as extremidades A e B e os
pontos C e D onde ocorrem saltos do cortante. Como 0s momentos nas
extremidades sado nulos (apoios do 1°e 2° género), entdo o momento de valor
maximo (M,,4,) deve ocorrer no ponto C ou D

» Sendo 0 momento a integral do cortante, entdo podemos obter o momento
em um ponto qualqguer como a soma das areas dos cortantes até o ponto

considerado (pela esquerda).
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B) Diagrama do momento fletor (DMF)

(ozrsz)
0<x<?2

MAC = 3,4‘8x
* No ponto A, temos x=0m, logo M, =3,48*0=0KN.m
* No ponto C, temos x =2 m, logo M. = 3,48 «2 = 6,96 KN.m

(ozezz)
0<<x<?2

Mcp =1,48x + 6,96
* No ponto C, temos x =0 m, logo M; = 1,48 x 0 + 6,96 = 6,96 KN.m
* No ponto D, temos x =2 m, logo Mp = 1,48 *2 + 6,96 = 9,92 KN.m

Cozrzz)
0<x<?2

Mpg = —4,95x + 9,92
* No ponto D, temos x =0 m, logo Mp = —-495%x0+992 =9,92 KN.m
*No ponto B, temos x =2 m, logo Mg = —4,95%2+4+9,92 =0KN.m
(a diferengca minima de (0,02) no resultado deve — se aos arredondamentos)
Portanto, o momento de valor maximo ocorre no ponto D
* Lembre-se: nas vigas, o diagrama de momento fletor positivo deve ser
desenhado abaixo do eixo e o de momento negativo acima do eixo
DMF
Fig. 395 — exemplo 3
A C D B

9,92 KN.m
Fonte: autor

C) Diagrama do esforgo normal (DEN)

(ozxz2)
0<<x<?2

Nuc=-3KN
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(ozxzs)
0<x<?2

NCD = —3 KN

Cozrzz)
0<<x<?2

NDB = 4', 66 KN
Lembre-se: nas vigas o esfor¢co normal positivo é desenhado acima do eixo

e 0 negativo abaixo do eixo.

DEN
Fig. 396 - Exemplo 3

A C D

B
It

-1.66 -1.66
Fonte: autor
» Observe que o esfor¢o normal maximo é de compressao e ocorre do ponto
A até o ponto D (N,,sx = Ny¢c = Npg = —7,66 KN)
10.10 Diagramas de esforgcos internos para vigas exclusivamente sob
carregamento uniformemente distribuido
Observe o DCL final da viga na figura abaixo exclusivamente sob um

carregamento (g) uniformemente distribuido ao longo do seu comprimento L
Figura. 397
q

Fonte: adaptado de xdocs.com.br

RESP
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Os pontos notaveis sao: o ponto A (inicio de barra) e o ponto B (término de
barra). Assim o Unico trecho a ser analisado € o trecho AB e vamos escolher analisar
pela esquerda

Esforgo cortante:

(ozrer)
0<x<L
* L  —2gx+ gL
q(—2x + L)
VAB=—2

* No ponto A, temos x = 0, logo
_q(=2x0+L) q~+L

|74
4 2 2
» Ponto onde o cortante se anula (V,5 = 0) interceptando o eixo da viga AB
q(—2x + L) ) L
Vj=————=0 - quando (—2x+ L) = 0,0ou seja,quando x = >

2
* No ponto B, temos x =L, logo
q(=2*L+L) —q+L
- 2 T2
DEC

* Lembre-se: nas vigas o cortante positivo € desenhado acima do eixo e o

Vg

cortante negativo abaixo do eixo da viga
Figura. 398 DEC (viga exclusivamente sob carreg. Uniformemente distribuido)

ql '

2 C
B

ql
« * 2

L/2

A

Fonte: adaptado de youtube.com

*Momento fletor:

(ocrst)
0<x<L

—2x+L
MAB:jVAde-l_ZM’:J% dx+MA=%J(—2x+L)dx+0=>
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2x?
MAB:%<—T+LX>:%(_XZ+LX) = MAB:

* No ponto A temos x = 0, logo:

_q*0(L—-0)
a=——F =0
* No ponto B, temos x = L, logo:
* L(L— L

Sabendo que o cortante é a derivada do momento vamos aplicar o Método do
Intervalo Fechado (MIF) para encontrar o valor do momento maximo (M,,,s,), logo:

, q(—2x+L) q(L—2x)
Vap =M yp = 2 = 2

ao intervalo |AB[,logo os Gnicos numeros criticos ocorrem nos pontos onde a

,a derivada existe para todo x pertencente

derivada (cortante V,5) é ZERO, assim temos:

q(L — 2x) L
Tzo, quando (L—2x)=0 = —2x=—L :>sz

Testando a funcdo Myp nos extremos A e B do intervalo e no numero

Vap =

. L
criticox = 2 temos:

x(L—x
MAB:q( ), logo:
2
* Parao Ponto A-»x=0m
q*0(L—-0)
Mpp(0)=————=0
» Para o Ponto C, no meio da viga, temos — x=L/2m
L L L L * [
(L)="*7“_7)=q7*7 _a a1 _ar?
4B \2 2 2 2 4 2 8

Para o Ponto B— x =L m, temos:
qlx —qx?> qL*L—q=*L* qlL?— ql?
2 2 -T2 -
DMF

* Lembre-se: nas vigas, o diagrama de momento fletor positivo deve ser

0

MAB(L) =

desenhado abaixo do eixo e 0 de momento negativo acima do eixo
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Fig. 299- DMF (viga exclusivamente sob carreg. Uniformemente distribuido)

L/2

Fonte: adaptado de youtube.com

Analisando os resultados observamos que para uma viga simplesmente
apoiada sujeita exclusivamente a um carregamento uniforme distribuido ao longo de
seu comprimento, temos:

A) o cortante de valor maximo (V,,s,) ocorre nos apoios sendo que no meio do vao

onde o diagrama, uma reta inclinada, intercepta o eixo da viga o cortante € zero (ver
fig. 400)

qx*L q*L
= 2 ou Vs =Vg=-— 2

B) O diagrama do momento é uma parabola com a concavidade para cima, sendo

Vinax =Va

gue 0 momento nos apoios é nulo e 0 momento de valor maximo (M,,,s,) Ocorre no
meio do véo e vale:
qlL? L

Mméx=T em x=§

C) O esfor¢co normal é nulo, pois ndo existem cargas axiais externas atuando na viga
Exemplos

1°) construa os diagramas dos esforcos internos para a viga abaixo
Figura 400- Exemplo 1

5.00 kN/m
JLLLLLDDLLLLTTT L]

Fonte:internet(guiadaengenharia.com)
RESP

Para esse caso particular sabemos que:
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A) Os cortantes de valores maximos (V4) e (Vg) sao as reacdes de apoios e
calculadas pelas expressfes abaixo. Para construir o diagrama de esfor¢co cortante
tracamos um segmento de reta vertical para cima pelo apoio A representando o
cortante V, e um segmento para baixo pelo apoio B representando o cortante V; em
seguida tracamos uma reta inclinada ligando o cortante V, ao cortante Vp e

interceptando o eixo da viga no meio do vao

qL 5+x6
'VA=7=T=15KN e VB=—VA=_15KN
DEC
Figura 401 Exemplo 1
15KN
A J—(— B
—15KN

Fonte: autor
DMF (KN.m)

B) Os momentos nos apoios sao nulos, o diagrama é uma parabola voltada

para cima e o momento de valor maximo (M,,s,) 0corre no meio da viga e vale:

qL? 5% 62 _ ,

M, = 8 - 8§ - 22,50KN.m (no meio da viga)

Figura 402 - Exemplo 1

A B
o225
Fonte: autor

C) O esforco normal é nulo, pois ndo existem cargas axiais externas atuando
na viga
NAB = 0 KN

DEN (KN)
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Figura 403 — Exemplo 1

A 0.0

Fonte: autor

10.11 Diagramas de esforcos internos para vigas sob carregamento
Acompanhe a resolucdo dos exemplos a seguir

1°) construa os diagramas dos esforgos internos para a viga abaixo

DCL final
Fig. 404 — Exemplol
P z
3 S
2.00 I{Nfﬂ’lc,j ‘ 2.00 kKN/m D 2.00 KN/m

MHMMMMMH

130mﬁ¢%200m%ﬁ%1:0m

VA:8KN
Vg = 8KN

RESP

Fonte: autor

Os pontos notaveis sé@o: o ponto A (inicio de barra), os pontos C e D (pontos

de aplicacdo de cargas concentradas) e o ponto B (término de barra). Assim

analisando pela esquerda os trechos a serem analisados sdo AC, CD e DB indicados

na figura anterior, logo

*Trecho AC pela esquerda

(o<xzrs)
0<x<1,5

VACZJ_‘I(x)dx+ZVI=J_de+VA=—2x+8 Vac=—-2x+8

2

MACZfVACdx-I_ZM’ :f(—2x+8) dx+0 =

MAC: —x2+8x

+8x+0=—x%>+8x=>
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Nyc = fp(x) dx + Z N = Nyc =0 KN (ndo existem cargas axiais aplicadas)

*Trecho CD pela esquerda

(ozezz)
0<<x<?2

Vep = f ~q@ dx+ Yy V' = f —2dx + [V (C) — 3] = —2x + [(=2 1,5 +8) — 3]
Vep = —2x+2
My = f Vep dx+ZM’ - f(—Zx +2) dx + My (C) =
Mep =22+ 20 +[(-152+8%15)] =  Mcp=—x>+2x+9,75
Ncp = fp(x) dx + z N' = N¢p = 0KN (nio existem cargas axiais aplicadas)

*Trecho DB pela esquerda

(o<r<1s)
0<x<1,5

Vpp = j—q(x) dx+ZV’=j—2dx+[VCD(D)—3] =-2x+[(-2%2+2)—3]
VDB =-2x-—5
Mpp = ]VDB dx+ZM’ = J(—Zx— 5)dx + M-p(D) =

—2x?
Mpp = ———5x+[(-22+2%2+975)] = Mpp=—x*—5x+9,75

Npg = jp(x) dx + Z N' = Npg =0 KN (ndo existem cargas axiais aplicadas)

Diagramas dos esforcos internos

A) Diagrama de esforcgo cortante (DEC)

(o<xzrs)
0<x<1,5

VAC =-2x+8
* No ponto A, temos x=0m, logoV, =—-2%0+8 =8 KN
* No ponto C,temosx=1,5m,logoVy=-2%15+8=5KN.m

(ozrsz)
0<x<2

VCD =-2x+2
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* No ponto C, temos x=0m, logoV,=—-2*x0+2 =2 KN
* No ponto D, temosx=2m, logoVp = —-2*2+2=—-2KN

(p<rzrs)
0<x<1,5

Vpp =—2x—-5
* No ponto D, temos x=0m, logoVp =—-2%x0—-5=—-5KN
* No ponto B, temos x=1,5m, logo Vg =—-2%15—-5=—-8 KN
» Lembre-se: nas vigas o cortante positivo é desenhado acima do eixo e o

cortante negativo abaixo do eixo da viga

DEC (KN)
Fig. 405 - Exemplo 1
8.0
0
20
A E
¢ 20

Fonte: autor

* Observe que cortante maximo ocorreu sobre 0s apoios

* Os saltos no DEC, no ponto C de 5 KN para 2 KN e no ponto D de -2 KN
para -5 KN, indicam a presenca de cargas concentradas nesses pontos

* Os candidatos a ponto de momento maximo séo as extremidades A e B, os
pontos C e D onde ocorrem saltos no cortante e o ponto E onde (V. = 0) e intercepta
0 eixo da viga. Como os momentos nas extremidades sédo nulos (apoios do 1°e 2°
género), entdo o momento de valor maximo (M,,s,) pode ocorrer no ponto C, E ou
D. Observe que os pontos C, E e D pertencem ao trecho CD, logo podemaos encontrar
0 M,,;, Ssubstituindo as ordenadas desses pontos na fungéo M¢p

» Sendo 0 momento a integral do cortante, entdo podemos obter 0 momento
em um ponto qualqguer como a soma das areas dos cortantes até o ponto
considerado.

B) Diagrama do momento fletor (DMF)

(o<xzis)
0<x<1,;5
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MAC == _xz + 8x
« No ponto A, temos x =0 m, logo M, = —0°+8%0 =0KN.m
* No ponto C, temos x=1,5m, logo My = —1,52+ 8% 1,5 =9,75 KN.m

(ozxzs)
0<x<?2

Mcp = —x*+2x+9,75
* No ponto C, temos x =0 m, logo M¢p(C) = =02 +2x0+9,75=9,75 KN.m
* No ponto E onde V;, € ZERO temos (x = 1m— meio do trecho CD), logo:
Mcp(E)=—-12+2%x1+9,75=10,75KN.m
* No ponto D, temos x = 1,5 m, logo
Mcp(D) = —22+2%2+49,75=9,75KN.m

Portanto, o momento de valor maximo ocorre no ponto E

(o<r<1s)
0<x<1,5

Mpp = —x*> —5x+9,75
* No ponto D, temos x =0 m, logo M, = —0?> +5%0+ 9,75 =9,75 KN.m
* No ponto B, temos x =1,5m, logo Mg = —1,52—=5%1,5+9,75=0KN.m
* Lembre-se: nas vigas, o diagrama de momento fletor positivo deve ser
desenhado abaixo do eixo e o0 de momento negativo acima do eixo
DMF (kN.m)

Fig. 406 — Exemplol
E

9.75 9.75

1079 Fonte: autor

C) Diagrama do esfor¢o normal DEN (KN)
Nac = N¢p = Npp = 0 KN
Fig. 407 — Exemplo 1

5

0.0

=

Fonte: autor
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2°) construa os diagramas dos esforgos internos para a viga abaixo

DCL final
Fig. 408 — Exemplo 2
2 KN 6.00 KM/m
o VLTI i s
" } } ]
B
C D .
V, =9,08KN Vg = 16,21KN

Fonte: autor

RESP
Os pontos notaveis sdo: o ponto A (inicio de barra), o ponto C (ponto de

aplicacao de carga concentrada), o ponto D (inicio de carregamento distribuido e o
ponto B (término de barra).

Vamos escolher analisar pela esquerda, assim os trechos a serem analisados
sdo AC, CD e DB indicados na figura acima

*Trecho AC pela esquerda

(o<es1)
0<x<1

VAC=f—q(x)dx+ZV’=f—0dx+VA=0+9,08 — V4 =9,08KN
MAC:fVAcdx+ZM,:f9,08dx+0:9,08x = MAC:9,08x

NAC=]p(x)dx+ZN'=> NAC=0KN

*Trecho CD pela esquerda

Cozezs)
0<x<1

Vep = f —q(x) dx + z V' = f —0dx + [V,(C) — 2sin40°] = 0 + (9,08 — 1.29)
Vep = 7,79 KN

Mcp = j Vepdx + Z M = J 7,79 dx + M- (C) = 7,79x + (9,08 1) =

299



MCD = 7, 79x+ 9,08
N¢p = fp(x) dx+ZN’ = f 0dx+ (—2cos40°)=0—-1,53 ~ Ncp=-1,53KN

(note que a componente horizontal 2cos 40° da carga concentrada aplicada no ponto C € de

compressao, por isso, entrou como negativa na equacao de Np)

*Trecho DB pela esquerda

Cozrza)
0<x<4

VDB = f—q(x) dx + ZV, = VDB = f—6 dx + VCD(D) = —6x + 7,79 =
VDB = —6x + 7, 79

Mpp =_[VDde+zM = Mpp =](—6x+7:79)dx+MCD(D)$

2

Mpp = +7,79x + (7,791 +9,08) = Mpg=—3x%+7,79 + 16,87

NDB=f—p(x)dx+ZN = NDB:dex+NCD(D):0+(_1,53)

NDB = —1, 53 KN
Diagramas de esforcos internos

A) Diagrama de esforco cortante (DEC)

(ozrzt)
0<x<1

Vic =908 KN

Cozezr)
0<<x<1

Vep = 7,79 KN

Cozrzs)
0<x<4

Vpg = —6x+7,79
* No ponto D, temos x=0m, logoVp =—-6*0+ 7,79 =7,79 KN
* No ponto B, temos x=4 m, logo Vg = —-6+4+7,79 = -16,21 KN
* Lembre-se: nas vigas o cortante positivo é desenhado acima do eixo e 0

cortante negativo abaixo do eixo da viga
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DEC
Fig. 409- exemplo 2
908KN 779 KN

—16,21 KN
Fonte: autor

» Observe que cortante de valor maximo ocorreu no apoio B

» O salto do cortante no ponto C indica a presenga de carga concentrada
nesse ponto e a reta inclinada no trecho DB indica um carregamento unif. distribuido
nesse trecho

* Os candidatos a ponto de momento maximo sédo as extremidades A e B, o
ponto C (salto), o ponto D (bico) e o ponto E onde (Vp = 0). Como 0s momentos
nas extremidades sao nulos (apoios do 1°e 2° género), entdo o momento de valor
maximo (M,4,) pode ocorrer no ponto C, D ou E.

» Sendo o0 momento a integral do cortante, entdo podemos obter o momento
em um ponto qualquer como a soma das areas dos cortantes até o ponto

considerado (pela esquerda).

B) Diagrama do momento fletor (DMF)

(ozrer)
0<x<1

My =9,08x
* No ponto A, temos x =0 m, logo M4 =9,08% 0 =0KN.m
* No ponto C, temos x =1 m, logo M =9,08 1 =9,08 KN.m

Cozezs)
0<x<1

Mcp = 7,79x + 9,08
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* No ponto C, temos x =0 m, logo M; = 7,79 x0+ 9,08 =9,08 KN.m
* No ponto D, temos x = 1,5m, logo Mp = 7,791+ 9,08 = 16,87 KN.m

Cozrza)
0<x<4

Mpg = —3x* +7,79x + 16,87

* No ponto D, temos x = 0 m, logo

Mp=-3%x02+7,79%0+ 16,87 = 16,87 KN.m

* No ponto E do trecho DB, onde o cortante V,z € ZERO (x = 1,3 m), temos:
Mg=-3%(1,32+779%13+16,87 = 21,93 KN.m

* No ponto B, temos x =4 m, logo Mg = —3 * 4% + 7,79 x4 + 16,87 = 0 KN.m

Portanto, 0 momento de valor maximo ocorre no ponto E.

* Lembre-se: nas vigas, o diagrama de momento fletor positivo deve ser
desenhado abaixo do eixo e o de momento negativo acima do eixo

* Nos trechos AC e CD o diagrama do momento € formado por dois segmentos
de reta, pois as funcbes My. e M-, sdo do primeiro grau. Do ponto D até B o

diagrama é uma parabola.

DMF (KN.m)
Fig. 410 — Exemplo 2
A C D E B

0.07

16.86
2191

Fonte; autor

C) Diagrama do esforgo normal (DEN)

(hersr)
0<<x<1

Nac=0 KN

(ozrs)
0<x<1
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NCD = —1, 53 KN

Cozrza)
0<x<4

NDB = —1, 53 KN
Lembre-se: nas vigas o esforco normal positivo € desenhado acima do eixo e

0 negativo abaixo do eixo.
DEC (KN)

Fig. 411 — Exemplo 2

A C D B

—1.53 —1.53

Fonte: autor

3°) construa os diagramas dos esfor¢os internos para a viga abaixo
DCL final

Fig. 412 — Exemplo 3

6.00 KN/m 9.00 KN/m 6.00 KN/m

alvrrnnn LULLLLTLLL LT Trroroo

| I
1.50 m 3.00 m 1.50 m

= 2250[kN
B50/kN

Vg
V= 22

Fonte: autor

RESP
Iniciando a andlise pela esquerda observa-se que os pontos notaveis séo: o

ponto A (inicio de barra), o ponto B (fim de carregamento de distribuido), o ponto C
(fim de carregamento distribuido) e o ponto D (término de barra), assim os trechos a
serem analisados sao AB, BC e CD indicados na figura acima

*Trecho AB pela esquerda
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(b<x=is)
0<x<1,5

VAB:J._q(x)dx+ZV, = VAB:f—6dx+0:—6x = VAB:—6x
2

2

MABszAde+ZM,=f—6de+O= = MAB=_3x2

NABzfp(X)dX'i‘ZNI = NAB=0KN

*Trecho BC pela esquerda

(ozres)
0<x<3

Vgc = f —q(x) dx + z V' = j —9dx + [V,5(B) + Vg] = —9x + [(—6 * 1,5) + 22,5]

VBC =—-9x + 13, 5

MBc=fVBcdx+zM'=f(—9x+13'5)dx+MAB(B)

2

Mg, = +13,5x + (=3%1,52) = Mpc=—4,5x>+13,5x — 6,75

NBC=]p(x)dx+le = Npc =0 KN

*Trecho CD pela esquerda

(pxzis)
0<x<1,5

VCD = f —q(x) dx + Z V' = f—6 dx + [VBC(C) + VC] =
Vep = —6x+[(-9#3+13,5) +225] =  Vep=—6x+9

MCD =jVCDdx+ZM = MCD =J(—6X+9)dX+MBc(C) =

2

Mcp =

+9x+ (—45%32+135%3-6,75) > M¢p=-3x*+9x—6,75

N¢p = f —p(x) dx + z N = N¢p =0 KN (ndo existe carga axial concentrada e

nem distribuida)
Diagramas de esforgos internos

A) Diagrama de esforgo cortante (DEC)

(y<x=1s)
0<x<1,;5
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VAB = _6x
* No ponto A, temos x=0m, logoV, =—-6*0=0KN
* No ponto B, temos x=1,5m, logo Vg = -6 *1,5 = —9 KN

(ozezs)
0<x<3

VBC = —9x + 13, 5
* No ponto B, temos x=0m, logo Vg =—-9+0+ 13,5 =13,5 KN
* No ponto C, temosx =3 m, logoVy =-9%x3+13,5=—-13,5 KN

(yx=1s)
0<x<1,;5

Vep = —6x+9
* No ponto C, temos x=0m, logoVy=—-6*x0+9 =9 KN
* No ponto C, temosx=3m,logo Ve =—-6*3+9 =—-9 KN
* Lembre-se: nas vigas o cortante positivo é desenhado acima do eixo e 0

cortante negativo abaixo do eixo da viga

DEC (KN)
Fig. 413 — Exemplo 3
1390
9.00
A B E C D
-9.00 A%
—-13.50

Fonte: autor

» Observe que o cortante de valor maximo ocorre nos apoios B e C

* Os candidatos a ponto de momento maximo sao as extremidades A e D, os
pontos B e C onde ocorrem saltos do cortante e o ponto E onde o cortante (V. = 0)
e intercepta o eixo da viga. Como 0os momentos em extremidades livres séo nulos (A
e D), entdo o momento de valor maximo (M,,s,) pode ocorrer no ponto B, E ou C do
trecho BC

» Sendo 0 momento a integral do cortante, entdo podemos obter 0 momento
em um ponto qualqguer como a soma das areas dos cortantes até o ponto

considerado (pela esquerda).
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B) Diagrama do momento fletor (DMF)

(o<re1s)
0<x<1,5

MAB == _3x2
* No ponto A, temos x=0m, logo Mg = —-3+x02 =0KN.m
* No ponto B, temos x = 1,5m, logo Mg = —3 * 1,52 = —6,75 KN.m

(ozres)
0<x<3

Mg = —4,5x* +13,5x — 6,75
* No ponto B, temos x = 0 m, logo
Mg = —45%02+13,5%0 — 6,75 = —6,75 KN.m
* No ponto E onde o cortante Vz- € ZERO (x = 1,5 m), temos:
Mg =-45%15%2+13,5%15-6,75=3,38 KN.m
* No ponto C, temos x =3 m, logo
Mg = —4,5%32+13,5%3 — 6,75 = —6,75 KN.m
Portanto, o0 momento de valor maximo é negativo e (M,s,) € ocorre nos
pontos B e C (o fato de ser negativo indica que as fibras tracionadas sé&o as

superiores da viga)

(y<xz1s)
0<x<1,;5

Mcp = —3x*+9x—6,75

* No ponto C, temos x=0m, logo M, = =302 +9% 0 — 6,75 =—6,75 KN.m

* No ponto D, temos x = 1,5 m, logo
Mp=-3%1524+9%15-6,75=0KN.m

Portanto, 0o momento de valor maximo ocorre nos pontos B e C (apoios) sendo
negativo (-6,75), isso significa que as fibras mais tracionadas séo as fibras da face
superior da viga junto aos apoios. Os resultados podem ser visualizados no diagrama
abaixo.

» Lembre-se: nas vigas, o momento fletor positivo deve ser desenhado abaixo
do eixo e 0 negativo acima do eixo

DMF (KN.m)
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Fig. 414 — Exemplo 3

—6.75 —6.75

A
B 3.58
Fonte: autor
C) Diagrama do esforco normal (DEN)
N&o existe carga axial concentrada e nem distribuida atuando, logo
Nyc=Ncp=Npp =0KN
DEN (KN)
Fig. 415 — Exemplo 3

000
A o

Fonte: Autor

4°) construa os diagramas dos esforgos internos para a viga biapoiada com balangos
mostrada abaixo
DCL final
Fig. 416 — Exemplo 4

2.00 kN/m 2.00 kN/m 2.00 kN/m

R Ay
A b w b

—150m z=4<——300m ——=1— 150 m —

6.00 KN
6.00 K

Fonte: autor
RESP
Iniciando a andlise pela esquerda observa-se que os pontos notaveis séo: o

ponto A (inicio de barra), os pontos B e C (pontos de aplicacdo de cargas
concentradas) e o ponto D (término de barra), assim trechos a serem analisados séo:
AB, BC e CD.

*Trecho AB pela esquerda
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(b<x=is)
0<x<1,5

VAB:J.—q(X)dx+ZV’:> VAB:f—de+0:—2x = VAB=—2x

2

= MAB =_x2

MAB:fVAde-l_ZM, = MABzf—ZXdX'f‘O:

Nyp = fp(x) dx + Z N'= Nyp = 0KN ((ndo existe carga axial concentrada

e nem distribuida no trecho AB)

*Trecho BC pela esquerda

(ozezs)
0<x<3

VBC = f —q(x) dx+ZV’ = VBC = j —2dx + [VAB(B) + VB] =
Vpe=—2x+[(-2x15)+6] = Vpc=-2x+3

MBC=fVBCdx+ZM’ = MBC=f(_2x+3)dx+MAB(B):

2

x
> +3x+(-15%) = Mpgc;=—x*+3x—-2,25

Ngc=[p(x)dx+ YN = Ngc=0KN

Mp; =

(nao existe carga axial concentrada

e nem distribuida no trecho BC)

*Trecho CD pela esquerda

(p<xz1s)
0<x<1,;5

Vep =f—q(x) dx+ZV’ = Vep =f—2 dx + [Vgc(C)+ V] =

Vep=—-2x+[(-2*3+3)+6] = Vep=—-2x+3

Mcp :fVCDdx+ZM’ = MCD:f(_2x+3)dx+MBC(C):>

2
—2x
Mcp = — +3x+(-32+3%3-225)=> Mcp=-x>+3x—2,25

N¢p = fp(x) dx + Z N’ = N¢p = 0 KN (ndo existe carga axial concentrada
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e nem distribuida no trecho CD)
Diagramas de esforcos internos

A) Diagrama de esforco cortante (DEC)

(o<re1s)
0<x<1,5

VAB = —Zx
* No ponto A, temosx=0m, logoV, =—-2%0=0KN
* No ponto B, temos x=1,5m, logo Vg = -2+ 1,5=—-3 KN

(ozres)
0<x<3

VBC=—2x+3
* No ponto B, temos x=0m, logo Vg = —-2+x0+3 =3 KN
* No ponto C, temos x =3 m, logo V¢ = —-2%*3+4+3 =—-3 KN

(o<vs1s)
0<x<1,5

Vep = —2x+3
* No ponto C, temos x=0m, logoV,=—-2*x0+3 =3 KN
* No ponto D, temos x =1,5m, logo Vp = -2%1,5+3 =0 KN
* Lembre-se: nas vigas o cortante positivo é desenhado acima do eixo da e o
cortante negativo abaixo do eixo da viga
DEC (KN)
Fig. 417 — Exemplo 4

30 30

=30 =30

Fonte: autor
* Observe que o cortante maximo ocorre nos apoios B e C
* Os candidatos a ponto de momento maximo sao as extremidades A e D, os

pontos B e C onde ocorrem saltos do cortante e o ponto E onde (V. = 0) e intercepta
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0 eixo da viga. Como os momentos nas extremidades livres (A e D) sao nulos, entao
o momento de valor méximo (M,,4,) pode ocorrer no ponto B, E ou C do treco BC

» Sendo o0 momento a integral do cortante, entdo podemos obter o momento
em um ponto qualquer como a soma das areas dos cortantes até o ponto

considerado (pela esquerda).

B) Diagrama do momento fletor (DMF)

(o<rers)
0<x<1,5

MAB = —xz

» No ponto A, temos x =0 m, logo M, = —0> =0 KN.m

* No ponto B, temos x =1,5m, logo Mg = —1,52 = —2,25 KN.m

(ozres)
0<x<3

Mpc = —x* +3x— 2,25
« No ponto B, temos x =0 m, logo Mgy = —0%2 + 30 — 2,25 = —2,25 KN.m
* No ponto E onde o cortante Vz- € ZERO (x = 1,5 m), temos:
Mg=-1524+3%15-225=0KN.m
* No ponto C, temos x =3 m, logo Mo = =32+ 33 —2,25=—-2,25KN.m

(y<xz1s)
0<x<1,;5

Mcp = —x*+3x—2,25
 No ponto C, temos x =0 m, logo M = —0%2 + 30 — 2,25 = —2,25 KN.m
« No ponto D, temos x =1,5m, logo M, = —1,52 + 3% 1,5 — 2,25 =0 KN.m
* Portanto, o momento de valor ocorre nos pontos B e C (apoios) sendo
negativo (-2,25), isso significa que as fibras tracionadas séo as da face superior da
viga junto aos apoios.
* Lembre-se: nas vigas, o diagrama de momento fletor positivo deve ser

desenhado abaixo do eixo e 0 de momento negativo acima do eixo
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DMF (KN.m)
Fig. 418 - Exemplo 4

—2.25 —2.25

B
Fonte: autor

C) Diagrama do esforco normal (DEN)
Ngp = Npc = N¢cp = 0 KN
DEN (KN)
Fig. 419 — Exemplo 4
0.0

4 ZAN

Fonte: autor

5°) construa os diagramas dos esfor¢os internos para a viga rotulada abaixo
DCL final

Fig. 420 — Exemplo 5

200 KN

| 10.00 kN/m 10.00 KN/m

N,

A B C

> <

= =

o~

a I

Il ‘ :§‘

= |

4m | 5m

Fonte: autor

RESP
Iniciando a andlise pela esquerda observa-se que os pontos notaveis sédo: o

ponto A (inicio de barra), o ponto B (ponto de aplicacdo de carga concentrada) e o
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ponto C (término de barra), assim os trechos a serem analisados sdo AB e BC

indicados na figura acima

*Trecho AB pela esquerda

(ozres)
0<x<4

VAB=f—q(x)dx+ZV' = VAB=f—10dx—20=—1Ox—20=>

VAB == —10x - 20

MAB:fVAde-I_ZM,:j-(_lox_ZO)dx—i_O:
MAB = —5x2 — 20x
NAB=j—p(x)dx+ZN' = NAB=OKN

*Trecho BC pela esquerda

(ozezs)
0<x<5

VBC = f _q(x) dx + Z V, = f _10 dx + [VAB(B) + VB]
Ve =—10x + [(—10 %4 —20) + 117] = Vgc=—-10x+ 57

M = f Vpcdx+ ) M’ = f(—lox +57) dx + Myp(B) =

—10x?

My, = +57x+(—5%4?>—-20%4) = Mg, =—-5x*+57x—160

NBC=f—p(x)dx+ZN$ NBC:OKN

Diagramas de esforgos internos

A) Diagrama de esforco cortante (DEC)

(ozrza)
0<x<4

VAB =-10x - 20
* No ponto A, temos x=0m, logoV, = —-10% 0 — 20 = —20 KN
* No ponto B, temos x=4 m, logo Vg = —10 *4 — 20 = —60 KN

(ozess)
0<x<5

VBC =—10x + 57
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* No ponto B, temos x=0m, logo Vg = =100+ 57 = 57 KN
* No ponto C, temosx=5m, logo Ve =—-10+*5+4+ 57 =7 KN
* Lembre-se: nas vigas o cortante positivo é desenhado acima do eixo e 0
cortante negativo abaixo do eixo da viga
DEC (KN)
Fig. 421 — Exemplo 5

—60.0

Fonte: autor

» Observe que o cortante de valor maximo (60 KN) ocorre sobre o apoio B

* Os candidatos a ponto de momento maximo sio as extremidades Ae Ce o
ponto B onde ocorre salto do cortante. Como nesse caso 0S momentos nas
extremidades sdo nulos, entdo o momento de valor maximo (M,,s,) deve ocorrer
sobre o0 apoio B.

» Sendo 0 momento a integral do cortante, entdo podemos obter o momento
em um ponto qualguer como a soma das areas dos cortantes até o ponto
considerado (pela esquerda).

B) Diagrama de momento fletor (DMF)

(ozrza)
0<x<4

Mg = —5x% — 20x
« No ponto A, temos x=0m, logoV, = =502 — 20«0 = 0 KN.m
» No ponto B, temos x =4 m, logo Vg = -5+ 4% — 204 = —160 KN.m

(ozezs)
0<x<5

Mpgc = —5x% + 57x — 160
* No ponto B, temos x=0m, logo Vg = =5% 02+ 57+ 0 — 160 = —160 KN.m
* No ponto C, temos x=5m, logo V= —5%52+ 57+ 5— 160 = 0 KN.m

Portanto, 0o momento de valor maximo ocorre sobre o apoio B
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* Lembre-se: nas vigas, o diagrama de momento fletor positivo deve ser
desenhado abaixo do eixo e 0 de momento negativo acima do eixo
DMF (KN.m)
Fig. 422 — Exemplo 5

—160.00

B

Fonte: autor
C) Diagrama do esforgo normal (DEN)
N4g = Ngc = 0 KN
DEN (KN)
Fig. 423 — Exemplo 5

00
A gt

Fonte: autor

6°) construa os diagramas dos esfor¢os internos para a viga rotulada abaixo
DCL final
Fig. 424 — Exemplo 6

1.00 kN/m 1.00 KN/m

HUTHITHI LTIV

N 7.50 kNm R
< 300m ——=}=—200m éj

Q

A
\J
<
@)
<

Fonte: autor
Iniciando a analise pela esquerda observa-se que 0s pontos notaveis sdo o
ponto A (inicio de barra) e o ponto B (término de barra). Rotulas internas ndo séo
pontos notaveis, assim o Unico trecho a ser analisado € o trecho AB

*Trecho AB pela esquerda

(ozrzs)
0<x<5

314



VAB=f—q(x)dx+ZV’=f—ldx+VA=—x+4 = Vagp=—x+4
—x2
Myp = fVAde+ZM’ = f(—x+4) dx + My =T+4x+(—7,5) =
(o momento de 7,5 KN.m aplicado no apoio A no sentido antihorario traciona
as fibras superiores, assim pela nossa convengao de sinais, entrou como negativo
na equacao acima)

My =—-0,5x>+4x—-17,5

NAB:fp(X)d.X'i‘ZN,:) NABZOKN

Diagramas de esforgos internos

A) Diagrama de esforco cortante (DEC)

(ozrzs)
0<x<5

Vap=—x+4
* No ponto A, temos x=0m, logoV,=-0+4 =4 KN
* No ponto B, temos x=5m, logo Vg = —-5+4 =—-1KN
* Lembre-se: nas vigas o cortante positivo é desenhado acima do eixo e o
cortante negativo abaixo do eixo da viga
DEC (KN)
Fig. 425 — Exemplo 6

4.0

Fonte: autor

» Observe que o cortante maximo ocorre sobre o0 apoio A

» Os candidatos a ponto de momento maximo sao as extremidades Ae Be o
ponto C onde (V45 =0)e intercepta o eixo da viga. Como 0s momentos na
extremidade B é nulo (apoio do 2° género), entdo o momento de valor maximo

(M ,,.4x) OU ocorre no engaste A ou no ponto C onde o cortante € nulo.
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» Sendo o0 momento a integral do cortante, entdo podemos obter o momento
em um ponto qualqguer como a soma das areas dos cortantes até o ponto
considerado

B) Diagrama de momento fletor (DMF)

(ozrzs)
0<x<5

My =—0,5x*> +4x - 17,5

* No ponto A, temos x=0m, logo My, = -0,5%02+4x0—75=—-7,5KN.m

* Momento na rétula R, x = 3 m (ja sabemos que o0 momento na roétula € zero,
porém vamos calcular para confirmar o resultado)
Mp=-05%32+4%x3-75=0KN.m

* No ponto C onde o cortante V,5 € zero (x = 4 m), temos:
M;=-05%4>+4x4—-75=0,5KN.m

* No ponto B, temos x=5m, logo Vg = —0,5+%52+4%x5—-7,5=0KN.m

Portanto, o momento de valor maximo ocorre no engaste A.

* Lembre-se: nas vigas, o diagrama de momento fletor positivo deve ser

desenhado abaixo do eixo e 0 de momento negativo acima do eixo

DMF (KN.m)
Fig. 426 — Exemplo 6

— /.50

0.50
Fonte: autor
C) Diagrama do esfor¢o normal

DEN (KN)
Fig. 427 — Exemplo 6

\ 0.0
3

Fonte: autor
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10.12 Diagramas de esforcos internos para vigas em balanco

Para as vigas em balanco quando iniciamos a analise pela extremidade livre
ndo € necessério calcular as reacdes e nem fazer o DCL final da estrutura para
construir os diagramas de esforgos internos

1°) construa os diagramas dos esforcos internos para a viga em balanco

abaixo
Fig. 428 — Exemplo 1

6.0 kN

!

A B

<——""200m %

Fonte: autor

RESP

Iniciando a andlise pela direita (extremidade livre) observa-se que os pontos
notaveis sdo o ponto B (inicio de barra) e o ponto A (término de barra), assim o Unico
trecho a ser analisado é o trecho BA

*Trecho BA pela direita

(ozrsz)
0<x<2

Via =jq(x) dx+zV' = Vpa =J()dx+6=6 = Vg4 = 6KN (analisando

pela direita cargas verticais para baixo sdo positivas, por isso,a carga de 6 KN

entrou como positiva na equagao acima)

MBA=]—VBAdx+ZM'=J—6dx+0=6x = MBA=—6x

NAB:fp(X)dx'i‘ZN,:) NBAZOKN

Diagramas de esforgos internos

A) Diagrama de esforgo cortante (DEC)

(ozrsz)
0<x<2

VBA == 6KN
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DEC (KN)
Fig. 429 — Exemplo 1

0.0

Fonte: autor

* Observe que o esforco cortante ndo varia ao longo da viga indicando
auséncia de carregamento distribuido

* Observe que o diagrama de cortante n&o apresenta salto e nem se anula no
interior do trecho AB, assim os candidatos a ponto de momento de valor maximo sao
as extremidades A e B. Como na extremidade livre (ponto B) o momento é zero,
entdo o momento de valor maximo M, s, ocorrer no engaste e isso é verdadeiro para
qgualquer viga em balanco

» Sendo o0 momento a integral do cortante, entdo podemos obter 0 momento
em um ponto qualguer como a soma das areas dos cortantes até o ponto
considerado (pela esquerda).

B) Diagrama de momento fletor (DMF)

(ozres)
0<<x<?2

Mg, = —6x
* No ponto B, temos x=0m, logo Mp = -6 +x0 =0 KN.m
* No ponto A, temosx=2m,logoM, = —-6+2 =—-12KN.m
Portanto, o momento de valor maximo ocorre na extremidade A (engaste)

DMF
Fig. 430 — Exemplo 1

—12KN.m

A
J e: autor

C) Diagrama do esfor¢o normal (DEN)
N&o existe carga axial concentrada e nem distribuida atuando, logo
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NBA = 0 KN
DEN (KN)
Fig. 431 — Exemplo 1

0.0

LLLLL

Fonte: autor

2°) construa os diagramas dos esfor¢os internos para a viga em balanco abaixo

DCL final
Fig. 432 - Exemplo 2
2.00 kN/m

asVLLLLLLLLLLLDD ]
~—— 2.00 m %‘

Fonte: autor

RESP
Iniciando a analise pela direita, temos

*Trecho BA pela direita

(ozres)
0<<x<?2

VBA=jq(x)dx+ZV’ = VBA=J2dx+O=2x = Vgg=2x

x2

2

MBA:f—VBAdx+ZM, = MBA:f_zde‘FO: = MBA:—x

NBA=fp(x)dx+ZN' = NBA:OKN

Diagramas de esforcos internos

A) Diagrama de esforgo cortante (DEC)

(ozres)
0<<x<?2

Vga = 2x
* No ponto B, temos x=0m, logo Vg =20 =0KN
* No ponto A, temosx=2m, logoV, =2%2=4KN
DEC (KN)
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Fig. 432 — Exemplo 2

4.0

Fonte: autor

* Observe que o cortante maximo ocorre no engaste e o diagrama é uma reta
inclinada indicando carregamento uniformemente distribuido

» Aprendemos no exercicio anterior que numa viga em balago o momento de
valor maximo M,,,;, ocorre no engaste que, nesse caso, € 0 apoio A

» Sendo o0 momento a integral do cortante, entdo podemos obter 0 momento
em um ponto qualqguer como a soma das areas dos cortantes até o ponto
considerado (pela esquerda).

B) Diagrama de momento fletor (DMF)

» No ponto B, temos x =0 m, logo Mg = —02 = 0 KN.m
« No ponto A, temos x =2 m, logo M, = —22 = —4 KN.m
Portanto, o momento de valor maximo ocorre na extremidade A (engaste A)

DMF (KN.m)
Fig. 433 — Exemplo 2

—4.00

J

Fonte: autor
C) Diagrama do esfor¢o normal (DEN)
Ngs=0KN
DEN (KN)
Fig. 434 — Exemplo 2

N 0.0
N

Fonte: autor
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10.13 Diagramas de esforcgos internos para vigas inclinadas

Um modo pratico para analisar os esfor¢cos solicitantes internos em vigas
inclinadas consiste em usar uma viga horizontal equivalente, tal que, os esforcos
internos na viga equivalente séao iguais aos da viga inclinada como explicaremos a
seqguir

A) Viga equivalente para uma viga inclinada sujeita a um carregamento
g vertical uniformemente distribuido na horizontal

Considere a viga AB abaixo e observe que o carregamento vertical de

intensidade (q) se distribui ao longo do comprimento horizontal (a) e ndo ao longo do

comprimento inclinado L da viga AB como mostra a figura abaixo
Figura.435
ax)=a
+ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥R

o

b

AN

e

Adaptado de (Junior, Eloy) 1999
A viga equivalente para os esforcos internos € a viga AB desenhada na

horizontal com as seguintes caracteristicas:

» Comprimento (L) da viga horizontal equivalente

o b a
0 = tan‘l(a) e L=+ya%2+b? ou L=

)

» Carregamento uniformemente distribuido sobre a viga horizontal equivalente
a
q'(x) = qcos*®0  ou X)) =q* ()’
» Carregamento axial distribuido ao longo da viga equivalente
q.b.a

p(x) =qsinfcos® ou P(x) = e
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ApOs obtermos o carregamento para a viga horizontal equivalente calculamos

as suas reacoes de apoios

* Reagdes verticais (Ry) e horizontal (Ry) nos apoios da viga horizontal

equivalente

Rys=Ryp=q'(x) xL/2

Ry =p(x)=L/2
Apés calcularmos as reacdes nos apoios da viga horizontal equivalente

desenhamos o seu DCL final, como mostra a figura abaixo, e a partir dele obtemos

os esforcos internos que atuam na viga inclinada

DCL final para uma viga horizontal equivalente
Fig. 436

4@ = q (c0s0)? = g+ (1)?

Rua=peysr VY PLLLLLLLLILLLLLLLLTLL

e —

b
.b.a %
A? p(x)=q>l<sin6?*cost9=qL2 B

Rya=q'(x)*L/2 Ryp = Ry,

L=+a%+b%= ?

cos @

Fonte: autor
Exemplo

1°) Construa os diagramas dos esforcos internos para a viga inclinada abaixo

DCL final
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Fig. 437 — Exemplo 1

10 kN/m
+ + + + v + + ¥ + g

Im

)6

oy -

AN

| 4 m
I

-

Fonte: Qconcursos.com
RESP

» Comprimento (L) da viga horizontal equivalente

L=vVa?+p?=V&Z+32=V25=5m; 6 =tan"'(2) = tan"'(%) = 36,87°

 Carregamento uniformemente distribuido sobre a viga horizontal equivalente
0= tan‘l(é) = tan‘l(ﬁ) = 36,87°
a 4
q' (x) = qcos*0 = 10(c0s36,87°)2 = 6,40 KN/m ou
q'(x) =q+* (%)2 =10 * (g)z =6,40 KN/m
» Carregamento axial distribuido ao longo da viga horizontal equivalente

ep(x) =qsinfcos O = 10sin36,87° cos 36,87° = 4,80 KN/m ou

q-b.a 10+3 x4
L2 52

* Reacdes de apoios na viga horizontal equivalente

Rys=Ryp=q' (x)*L/2=64%5/2=16 KN

‘Rys =p(x)*L/2=48%5/2=12KN

op(x) = = 4,8 KN/m

Apés o célculo das reagbes construimos o DCL final da viga horizontal
equivalente
DCL final da viga horizontal equivalente
As forcas solicitantes mostradas no DCL final abaixo sédo as componentes do
carreg. uniformemente distribuido e das rea¢Ges de apoios na viga inclinada e que

atuam na direcdo perpendicular e paralela ao eixo dela)
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Fig.438- Exemplo 1
qgx)= 640 kN/m

s Wiie TR
>
! ﬁ& 5.00 m % g

Rya =16 KN Ryg = 16 KN

Fonte: autor

B) Esforcos internos seus respectivos diagramas para a viga inclinada
AB usando a viga horizontal equivalente

Observe que agora temos uma viga biapoiada exclusivamente sob um
carregamento uniformemente distribuido, os diagramas de esforgos internos podem
ser obtidos de modo direto como explicado no item 10.10

DEC para a viga inclinada (KN)

* Os cortantes de valores maximos sdo as reacdes de apoios da viga

horizontal equivalente (Ry4) € (Ryg)
e Para construir o diagrama de esfor¢co cortante desenhamos um

segmento de reta para cima perpendicular ao eixo da viga passando pelo apoio A e
representando o cortante V, = R,,. Analogamente desenhamos um segmento para
baixo pelo apoio B representando o cortante Vz; = Ry € em seguida tracamos uma
reta inclinada ligando o cortante V, ao cortante V5 e interceptando o eixo da viga no

meio do véo (ponto C)

DEC (KN)
Fig. 439 — Exemplo 1

A Fonte: autor
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» Observe que o cortante maximo ocorre nos pontos A e B junto aos apoios
* Os candidatos a ponto de momento maximo sdo as extremidades Ae B e o
ponto C, meio do vao, onde o cortante V,z € zero e intercepta o eixo da viga. Como

0S momentos nos apoios sao nulos o momento de valor maximo (M, deve ocorrer

no ponto C
» Sendo o0 momento a integral do cortante, entdo podemos obter 0 momento
em um ponto qualquer como a soma das areas dos cortantes até o ponto
considerado (pela esquerda).
DMF para a viga inclinada (KN)
O momento de valor maximo (M,,4,) ocorre no meio do véo e vale:
q *L> 6,45 L

3 3 =20KN.m em x=C=E

* O diagrama do momento é uma parabola com a concavidade para cima,

M¢ = Mp;sx =

sendo que o momento nos apoios € nulo e o momento de valor maximo (M,,sx)

ocorre no meio do vao (ponto C):

DMF (KN.m)
Fig. 440 — Exemplo 1

Fonte: autor

DEN para a viga inclinada (KN)

Usando a equacéo para o esfor¢o norma interno, temos

(ozrzs)
0<x<5
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Nyp =4,8x—12

* No ponto A, temos x=0m, logo Ny, =48+0—12 = -12 KN

* No ponto B, temos x=5m, logo Ng =4,8*5—12 =12 KN

Lembre-se: nas vigas o esforco normal positivo € desenhado acima do eixo e
0 negativo abaixo do eixo.

DEN (KN)
Fig. 441 — Exemplo 1

Fonte: autor

* Observe que o esforgo normal N,z se anula no meio do vao sendo que no
trecho AC o esforco normal € negativo, assim a viga estd comprimida em AC
enquanto no trecho CB o esfor¢o normal é positivo, assim a viga esté tracionada no
trecho CB.

B) Esforcos solicitantes internos devidos ao peso proprio em vigas
inclinadas.

Considere a viga inclinada submetida exclusivamente ao peso proprio
mostrada na figura abaixo
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Fig. 442

4m

Adaptado de (Junior, Eloy) 1999
Nesse caso, também podemos aplicar o conceito de viga equivalente para

obter os esfor¢os internos e construir os respectivos diagramas, mas as equacdes
diferem daquelas do caso anterior. Nesse caso, temos

« Comprimento (L) da viga horizontal equivalente

o b a
0° = tan 1(— e L=+a?2+b?2 ou L=
a

" cos@

» Carregamento uniformemente distribuido sobre a viga horizontal equivalente
qx*a

L
» Carregamento axial distribuido ao longo da viga horizontal equivalente

q'(x) = qcosB ou q(x) =

q+b
L

p(x) = q *sin@ ou P(x) =

* Reacdes verticais (Ry) e horizontal (Ry) nos apoios da viga horizontal
equivalente
Ry, =Ryp =q'(x) = L/2
Ry =p(x)*L/2
Apés o célculo das reagbes construimos o DCL final da viga horizontal
equivalente
DCL final da viga horizontal equivalente
As forgas mostradas no DCL final abaixo sdo as componentes do
carreg. uniformemente distribuido e das rea¢Ges de apoios na viga inclinada e que

atuam na direcéo perpendicular e paralela ao eixo dela)
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Fig. 443

*Qa

q'(x) =q*cosf =

LILDLLDDLLLLDIULLTTLL]

Rya=p(x) *L e R R N
% b
*
Ry, =q'(x)*L/2 Ryp = Rya
I a
| L=+a?+b%= —
cos @

Fonte: autor
Exemplo
1°) Construa os diagramas dos esforcos internos para a viga inclinada abaixo

DCL final
Fig. 444- Exemplo 1

3m

dim

Adaptado de (Junior, Eloy) 1999
RESP

« Comprimento (L) da viga horizontal equivalente
L=vVa?+b?>=+V42+32=25=5m;

*Carregamento uniformemente distribuido sobre a viga horizontal

equivalente

b 3 KN
0= tan‘l(a) = tan‘l(Z) =36,87° e q'(x) =qcosO = 10co0s36,87° = 87 ou

qra _ 10-4
R =8KN/m

q(x) =

» Carregamento axial distribuido ao longo da viga horizontal equivalente
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q*b 10+x3

e p(x) =qsin@ = 10sin 36,87° = I S

6—- ou pl)=
=6 KN/m
* Reacdes verticais (Ry) e horizontal (Ry) nos apoios da viga horizontal
equivalente
*Rys=Ryp=4q'(x)*xL/2=8%5/2=20KN

“Rys=p(x)*L/2=6%5/2=15KN

DCL final da viga horizontal equivalente

Fig. 445 — Exemplol
q'(x) =8KN/m

roa=15kn  GLLLLLDDLLDDLDDLDDLLLL]

R S S

> \
A ? p(x) = 6 KN/m %B

Ry, = 20 KN Ryp = 20 KN
| |

! L=5m I

Fonte: autor

 Esforgos internos seus respectivos diagramas para a viga inclinada AB usando a
viga horizontal equivalente

Observe que agora temos uma viga biapoiada exclusivamente sob um
carregamento uniformemente distribuido, os diagramas de esforcos internos podem
ser obtidos de modo direto como explicado no item 10.10

DEC para a viga inclinada (KN)

* Os cortantes de valores maximos sdo as reacdes de apoios da viga

horizontal equivalente (Ry4) € (Ryg)
* Para construir o diagrama de esforco cortante desenhamos um

segmento de reta para cima perpendicular ao eixo da viga passando pelo apoio A e
representando o cortante V, = Ry,. Analogamente desenhamos um segmento para
baixo pelo apoio B representando o cortante Vz; e em seguida tracamos uma reta
inclinada ligando o cortante V, ao cortante 'y e interceptando o eixo da viga no meio

do véo (ponto C)
329



DEC (KN)
fig. 446 — Exemplo 1

Fonte: autor

» Observe que o cortante maximo ocorre nos pontos A e B (apoios)

* Os candidatos a ponto de momento maximo sao as extremidades Ae B e o
ponto C onde o cortante V,5 é zero e intercepta o eixo da viga. Como 0s momentos
nas extremidades sao nulos (apoios do 1°e 2° género), entdo o momento de valor
méximo (M,,s,) deve ocorrer no ponto C.

» Sendo 0 momento a integral do cortante, entdo podemos obter o momento
em um ponto qualguer como a soma das areas dos cortantes até o ponto
considerado (pela esquerda).

DMF para a viga inclinada (KN)

O momento de valor maximo (M,,4,) ocorre no meio do véo e vale:

q *L*> 8x5? L

8 8 =25KN.m em x=C=E

» O diagrama do momento é uma parabola com a concavidade para cima,

M¢ = My, =

sendo que o momento nos apoios € nulo e 0 momento de valor maximo (M,,4x)

ocorre no meio do véao (ponto C):
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DMF (KN.m)
Fig. 447 — Exemplo 1

Fonte: autor

DEN para a viga inclinada (KN)

Usando a equacéo para o esfor¢o norma interno, temos

(ozrzs)
0<x<5

N4p = 6x — 15
* No ponto A, temos x=0m,logoNy, =6*0—15=—-15 KN
* No ponto B, temos x =5 m, logo Ng = 6 x5 — 15 = 15 KN
Lembre-se: nas vigas o esforco normal positivo € desenhado acima do eixo e
0 negativo abaixo do eixo.
DEN (KN)
Fig. 448 - Exemplo 2

Fonte: autor
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10.14 Diagramas de esforgos internos para vigas

Nesse caso, o esfor¢co cortante é definido por uma func¢éo do 2° grau, ou seja,
o diagrama do cortante € uma parébola, enquanto o momento fletor € definido por
uma func¢éo do 3° grau.

Considere o DCL final da viga na figura abaixo sujeita a um carregamento

triangular ao longo de seu comprimento L

Fig. 449 — Viga sob carregamento triangular

q(x) P
—7TTl ]
=T kT ior
AN % B
(o &
4 L
_q*L _qxL
Va="3 Ve =5

Fonte: autor

» Esfor¢os internos:
Primeiramente devemos encontrar a funcdo q(x) que define o carregamento
triangular, nesse caso, temos:

q(x)=%*x para (0<x<L)

Iniciando a andlise pela esquerda observa-se que 0s pontos notaveis sao o
ponto A (inicio do carregamento) e o ponto B (término do carregamento), assim o
Unico trecho a ser analisado € o trecho AB

*Trecho AB pela esquerda

(A B)
0<x<L
B Z 3 q gL qx* qL
VAB—J—q(x)dx+ V = VAB—J(—Z*x)dx-l-?——z-l-?:)
qx*  qL
Vaip = — ETA + ry (esse resultado mostra que para esse caso o cortante

é uma parabola)
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M fv d +ZM M f L L2 WP S L
= = = —_— —_— [ p— _—
AB AB AX AB oL 6 X 6L 6

qx’  qlx , )
Myp = — oL + r (o momento é uma funcao do 3° grau)

NAB:fp(x)dx-i_zN = NAB=0KN
Lembrando que o cortante é a derivada do momento vamos aplicar o método

do intervalo fechado (MIF) para encontrar o momento de valor maximo (M ,,4)

.x% q.L
q-x* gL
2L 6
A derivada (cortante) existe para todo X €]0; L[, logo os Unicos numeros

Vap = MIAB = -

criticos ocorrem quando a derivada é zero, logo
qx® qlL

v o N 0 qx® qlL 2qL? L? L
= = —— —_ —1 —_—=— = =
ap = TAaB = "5 T g 2L -6 7 T eg 3 73

L3
3

X = 0,5773 x L (partindo do vértice de carga zero essa é a coordenada x

do ponto onde o cortante se anula e intercepta o eixo da viga)
Para encontrar o momento de valor maximo (M,,4,) vamos testar a funcéo do
momento (Myg) nos extremos A e B do intervalo e no numero critico

X = %g obtido acima

* Na extremidade A temos x = 0 m, logo

3 3
qx®> qlLx qx0> qLx*0
M4p(0) = = 6L * 6 6L * 6

=0KN/m

. -~ Lv3
* NOo numero critico x = T\/— , temos:

= "%l 6 " &L

3
V3 qx3® qlx q (L3 ’ qlL (LV3 ql33z  qlL?V/3
Mpp|\— | =—— =—— +— = — =

3 3 6\ 3 162L * 18

qL23% ql?N3  —ql*V33  ql*N3  —ql?3V3  ql*V3 —3qL*V3 + 9qL*V3
"6z TT18 162 T 18~ 162 TT18 162 =
" (L\/§>_6qL2\/§
4B\ 3 )7 162

=0,06415qL?

* Na extremidade B temos x =L, logo

M L=_ == [ ——
as(L) oL T 6 oL T & 6 T

x Lx * I3 LxL L2 L2
¢ qlx _ q q 122 o kwm
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Os resultados mostram que para x medido a partir do apoio de carga zero,
temos que

* O cortante se anula com a parabola interceptando o eixo da viga no ponto

x= 0,5773.L

* O momento nos apoios é zero e 0 maximo ocorre no ponto (x = 0,5773.L) e
vale:
M, = 0,06415qL? (q é o valor da carga méaxima do carregamento triangular)

Observacdao: nesse caso, apesar do momento ser dado por uma fungéo do
3° grau o diagrama € parecido com uma parabola

Exemplos

1°) Construa os diagramas dos esforcos internos para a viga abaixo

DCL final

Fig. 450- Exemplo 1

q= 2400 kN/m
A B
% 6.00 m #

=z =
X X
@) Q
< o0
o\ <
Il Il

m
N ~

Fonte: notas de aula
RESP

Iniciando a analise pela esquerda observa-se que 0s pontos notaveis séo o
ponto A (inicio de barra) e o ponto B (término de barra), assim o Unico trecho a ser
analisado é o trecho AB

Nesse caso, 0 primeiro passo € encontrar a funcdo q(x) que define o

carregamento

q 24
q(x)zz*xz ?x=4x ~oqx) =4x

eTrecho AB pela esquerda

334



(ozrze)
0<x<6

VAB=f—q(x)dx+ZV’=f—4xdx+VA=

xZ

+ 24 = VAB = —sz + 24’

3

3

MAB:.fVAde+ZM’:f(—2x2+24)dx+MA: + 24x =

3

MAB= + 24x

NAB:.fp(X)dx+ZN’ = NABZOKN

Diagramas dos esforgos internos

A) Diagrama de esforco cortante (DEC)

(ozrzs)
0<x<6

Vap = —2x% + 24

« No apoio A, temos x =0 m, logo V45 = —2 * 02 + 24 = 24 KN

* A intersecc¢ao da parabola do cortante com o eixo da viga, partindo do apoio
de carga zero, ocorre no ponto onde V5 = 0, logo
—2x2424=0=-2(x2—-12) =0 quando (x2—12)=0 =2 x=V12=3,46m

* No ponto B, temos x =6 m, logo V45 = —2 62 + 24 = —48 KN

Roteiro para constru¢cdo do DEC

* Desenhe o eixo da viga AB, uma linha vertical para cima no apoio A e uma
vertical para baixo pelo apoio B as quais representam o0s cortantes nesses apoios

* Desenhe uma linha tracejada ligando as extremidades das verticais que
foram tracadas nos apoios (cortantes nos apoios A e B)

* Marque o ponto x sobre o eixo da viga AB (ponto onde ocorre a interseccao
da parabola do cortante com o eixo da viga)

* Desenhe uma parabola com a concavidade voltada para a linha tracejada
passando pelo ponto x ligando os valores do cortante nos apoios A e B

» Feche o diagrama tragando linhas verticais do eixo da viga até a parabola

DEC
Fig. 451 — Exemplo 1
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—48 KN

Fonte: autor

* Observe que o cortante maximo ocorre junto ao apoio sob a carga g maxima

* Os candidatos a ponto de momento de valor maximo sao as extremidades A

e B e o ponto X onde o cortante V,z € zero e intercepta o eixo da viga. Como os

momentos nas extremidades sao nulos (apoios do 1°e 2° género), entdo o0 momento

de valor maximo (M,,s,) deve ocorrer no ponto x onde V5 = 0

B) Diagrama de momento fletor (DMF)

(ozrze)
0<x<6

3

MAB= + 24x

* Nos apoios 0 momento € zero.

* O momento maximo ocorre no ponto (x = 3,46 m), onde o cortante é ZERO,

assim:
—2 % 3,463
M, = T + 24 %3,46 = 55,43 KN.m
DMF (KN.m)
Fig.452— Exemplol
A X B
55.43

Fonte: Autor

o diagrama do momento é semelhante a uma parabola de concavidade para cima

C) Diagrama do esfor¢o normal (DEN)
Ngs=0KN
DEN (KN)
Fig. 453 — Exemplo 1
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0.0

Ay JAY

Fonte: autor

Podemos também resolver esse exemplo de modo pratico usando as férmulas

obtidas anteriormente, observe
DEN

» Desenhe o eixo da viga AB, uma linha vertical para cima no apoio A e uma
vertical para baixo pelo apoio B as quais representam 0s cortantes nesses apoios
cujos valores sdo os das respectivas reacdes de apoios

* Desenhe uma linha reta tracejada ligando as extremidades das verticais que
foram tracadas pelos apoios A e B

* Calcule e marque, sobre o eixo da viga, o ponto (x = 0,5773.L) partindo do
apoio de carga zero

x=0,5773.L = 0,5773 * 6 = 3,46 m (ponto onde ocorre a intersec¢do da parabola
do cortante com o eixo da viga)

* Desenhe uma parabola com a concavidade voltada para a linha tracejada
passando pelo ponto x e ligando os valores do cortante nos apoios A e B

* Feche o diagrama tracando linhas verticais do eixo da viga até a parabola
DMF

* Nos apoios 0 momento é zero.

* O momento maximo ocorre no ponto (X = 3,46 m), onde o cortante é ZERO,

M, = M,,;, = 0,06415gL? = 0,06415 * 24 « 62 = 55,43 KN.m
DEN

* Desenhe o eixo da viga sem as cargas

Sugerimos ao leitor que faga a resolucéo desse exercicio pelo método pratico

2°) Construa o diagrama de esforcos internos pra a viga em balanco representada
abaixo

DCL final
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Fig. 454 — Exemplo 2

6.00 kN/m

A m
g— 600 M — =
k_ 36.00 kim

-
<
O
00

B

Fonte: autor
RESP:

Iniciando a analise pela esquerda observa-se que 0s pontos notaveis sdo o

ponto A (inicio de barra) e o ponto B (término de barra).
O primeiro passo é encontrar a funcao q(x) que define o carregamento

Observe que nesse caso a funcdo € decrescente, por isso, o coeficiente
angular (1) ¢ negativo
q 6
q(x) =‘z*x+CI=—g*x+6 > qx)=—x4+6 para (0<x<6)

*Trecho AB pela esquerda

(ozrzs)
0<x<6
2

X
VAB=j—q(x)dx+ZV’=j—(—x+6)dx+18=7—6x+18 =

Vag =0,5x* —6x +18

0,5x7 6xz+18 36
3 2 x

MAB:fVAde+ZM’=f(0,5x2—6x+18)dx—36=

0,5x3 )
—3x“+18x — 36

Myp =

NAB:fp(x)dX'i‘ZNﬁ NABZOKN

Diagramas dos esforgos internos

A) Diagrama de esforco cortante (DEC)

(ozrzs)
0<x<6

Vag =0,5x —6x+ 18
* No apoio A, temos x =0m, logo V,5 = 0,5%0%> —6+0 + 18 = 18 KN
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* No ponto B, temos x =6 m, logo V45 = 0,5%6* — 66 + 18 = 0 KN
Roteiro para constru¢cdo do DEC

* Desenhe a viga AB e uma linha vertical para cima no engaste (cortante no
engaste)

* Desenhe uma linha tracejada ligando o cortante no engaste a extremidade
B da viga

* Desenhe uma linha vertical ligando o ponto médio da viga a linha tracejada

* Marque o ponto médio da linha vertical (ponto de interseccéo da parabola
com a linha vertical)

* Desenhe a parabola com a concavidade voltada para a linha tracejada (para
cima) passando pelo ponto médio da linha vertical e ligando o cortante do ponto A a
extremidade B da viga

* Feche o diagrama desenhando linhas verticais ligando o eixo da viga a
parabola.

DEC
Fig. 455- Exemplo 2

Fonte: autor

» Observe que o cortante maximo ocorre sobre engaste (apoio A)

» Observe que o cortante ndo apresenta saltos e nem se anula no interior do
trecho AB, assim os candidatos a ponto de momento de valor maximo sao as
extremidades A e B. Como na extremidade livre (ponto B) o momento € nulo, entdo
momento de valor maximo (M,,4,) deve ocorrer no ponto A, ou seja, no engaste.

» Sendo o0 momento a integral do cortante, entdo podemos obter o momento
em um ponto qualquer como a soma das areas dos cortantes até o ponto
considerado (pela esquerda).

DMF
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0,5x3

MAB= 3 —3x2+18x_36
* No ponto A, temos x = 0 m, logo:
—0,5 % 03 5
MAszész—S*O +18+0—-36=—-36 KN.m
* No ponto médio do carregamento AB temos, x = 3 m, logo:
0,5 * 33
Myp = 3 —3x32+18+x3—-36= —4,5KN.m

* Na extremidade livre, ponto B, o momento € nulo
O DMF é construido de modo semelhante ao DEC e também se parece com

uma parabola, porém intercepta a linha vertical, tragcada no ponto médio da viga AB,

no ponto correspondente a ¥4 da sua altura.
DMF

Fig. 456 - Exemplo 2
—36 KN.m

A —= B
Fonte: autor
DEN
N&o existe carga axial concentrada e nem distribuida atuando, logo
N,p = 0KN
DEN (KN)

Fig. 457 — Exemplo 2

0.0

Ll Ll

Fonte: autor

Sugerimos que o leitor resolva também pelo método pratico

10.15 Diagramas de esforgos internos para porticos isostaticos
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Na determinacédo dos esforcos internos em porticos frequentemente vamos

usar o fato de que uma forca F pode ser transferida de um ponto A para um ponto B
desde que o momento produzido por ela em relacdo ao ponto B também seja
transferido para o ponto B

Nos porticos para definir o sinal dos esfor¢os interno nas barras é conveniente
usar um observador ficticio que pode olhar para a esquerda na horizontal e que pode
girar no sentido horario de modo a formar um angulo interno sempre menor que 180°,
tal que o observador nunca olha para a direita na horizontal

* O cortante numa barra sera positivo quando a for¢ca que o produz apontar
no mesmo sentido apontado pelo observador

* O normal é negativo quando a forca axial aplicada produzir compressao
(entrando na barra) e positivo quando a forca axial produzir tracéo (saindo da barra)

* Nos diagramas o momento positivo deve ser desenhado no lado do
observador e 0 negativo no lado oposto ao do observador

* Nos diagramas o cortante positivo deve ser desenhado do lado oposto ao
do observador e o cortante negativo do mesmo lado do observador

* Nos diagramas o esforco normal positivo deve ser desenhado do lado
oposto ao do observador e o normal negativo do mesmo lado do observador

* Momentos aplicados no sentido horario em um ponto de uma barra entram
como positivos na equacdo do momento para os esfor¢cos internos e no sentido anti
horario entram como negativos

Essa é a mesma convencado usada pelo Ftool

Exemplos

1°) Construa os diagramas dos esforcos internos para o portico abaixo
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Fig. 458 — Exemplo 1
<« 2400 kN/m

24 KN/m 2.0 kNm
LTI T oo
B C
: 1
> c «—@
X
o o1 3 02
@) <
[QN]
A D
<+—!
8OKN A& A
= 400m ——=={

28.5 kN
19.5 kN

Fonte: autor
01 - observador 1; 02 - observador 2
Veja que o observador O1 ndo gira 180° em relacdo a horizontal e no sentido horério para

olhar a barra DC (o observador ndo olha para a direita)

A vista que o observador (01) tem da barra vertical AB pode ser representada

como mostrada na figura abaixo

Fig. 459 — Exemplo 1 (barra AB)

e
g ™ B
< -
=
i N “«—
s
[y ¢ Ol
= —
D
>
N/
HA = 8,0 KN 1 VA — 28,5 KN

Fonte: autor

Assim analisando a barra AB de baixo para cima ou pela esquerda temos que:
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* O cortante produzido pelo carregamento distribuido q(x) na barra AB deve
entrar como negativo na equacao, pois tem sentido contrario ao do observador (01),
enquanto que o cortante produzido pela reagcdo H, deve entrar como positivo, pois
ela atua no mesmo sentido do observador (01)

* O esforgo normal produzido pela reagéo V, € negativo, pois ela comprime a
barra AB (entra na barra)

Analisando a barra AB pela esquerda (de baixo para cima) "temos:

Barra AB pela esquerda (observador 1)

A B
<0st4>m

VAB=f—q(x)dx+ZV’=j—2dx+(HA)= —2x+8 > Vyup=-2x+8

2

+8x=> Myp=—x>+8x

MAB:fVAde+ZM,:f(—2x+8)dx+0:

NAB =jp(x) dx+ZNl=f0dx+(—VA)=0—28,5 =>NAB=—28,5KN

Barra BC pela esquerda (observador 1)

Vamos analisar a barra BC pela esquerda. Para tanto devemos primeiramente
transferir para o ponto B, inicio barra BC, as for¢cas que atuam na barra AB anterior
e também o momento que cada forca aplicada na barra AB produz no ponto B da
barra BC, assim temos

* Momento produzido pela rea¢cdo H, no ponto B
My, = —(8%4) =—32 KN (giro horario em relagda ao ponto B)

» Momento M, produzido pelo carregamento g(x) no ponto B

_ Lyg
Mg, =FRpp* X, =App * 2

(42) 52
= * X —
2

=16 KN.m (giro anti horario em relagao
ao ponto B)
Transferindo as forcas da barra AB e 0s seus respectivos momentos para o

ponto B, inicio da barra BC, ficamos com o esquema mostrado na figura abaixo
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Fig.460 — Exemplo 1

2400 LN /m
2.0 kNm

Maa = 32KN-m ) () L [T rrsey
H, = 8KN \N / 1 I
M, =16 KN.m
V, = 28,5 KN

Fonte: autor

o1

O momento My, em sentido horario entra como positivo na equagdo do momento para
esforgos internos. Os demais momentos aplicados no ponto B estdo no sentido anti-horéario e entram

como negativos na equacao

(rcrcs)
o<x<4)™

Primeiramente devemos encontrar a funcao q(x) do primeiro grau que define

o carregamento triangular ao longo da barra BC

24
gx)=a.x= —Li.x+24 = —T.x—24 o qpc(x) =—6x+24 se(0<x<4)m

2

BC
6x
Ve = f —q(x) dx + Z V' = f —(=6x +24)dx + V, = — — 24x +285
Vpc = 3x* — 24x + 28,5

MBC=fVBCdx+ZM'=fVBCdx+(MHA—Mq—2):>

, 3x3  24x?
My, = j(3x —24x +285)dx + (32— 16 —2) = — —

2 14
. o—+28,5x + (14)

Mg = x> — 12x* + 28,5x + 14

NBC=]p(X)dx+ZNI=Jde+(_HA)=O_8 = Npc=8KN

Barra DC pela esquerda (observador 2)
A vista que o observador 02 tem da barra vertical DC esta representada na

figura abaixo
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Fig.461 — Exemplo 1

02

P

V, = 19,5 KN
Fonte: autor

Analisando a barra vertical DC, de baixo para cima, temos

* O cortante produzido pelo carregamento distribuido q deve entrar como
positivo nas equacodes, pois atua no mesmo sentido do observador (02) e 0 mesmo
vale para o cortante produzido pela reacéao Hj

* O esforgo normal produzido pela reagao V;, é negativo, pois ela comprime a

barra DC (entra na barra), assim temos:

D C
(0Sx£4)m

VDC:f—q(x)dx+ZV’:dex+0 = VDCZOKN
MDC:fVBcdx+ZM’:f0dx+0 = MDC:OKNm

NDC=]p(x) dx+ZN’=Jde+(—VD)=O—19,5=> Npc = —-19,5KN

Diagramas dos esforcos internos

A) Diagrama de esforco cortante (DEC)

(ozres)
0<x<3

VAB=—2x+8
* No ponto A, temos x=0m, logo V,=—-2%x0+8=8KN
* No ponto B, temos x=4 m, logoVg =—-2%x4+4+8 =—-0KN
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(ozezz)
0<x<?2

Vgc = 3x* — 24x + 28,5
« No ponto B, temos x =0 m, logo Vg =3 % 0%« 0 — 24 « 0 + 28,5 = 28,5KN
* No ponto C, temos x =4 m, logo V; = 3 * 42 — 24 x4 + 28,5 = —19,5KN

(ozrss)
0<x<4

Vep = 0KN
Lembre-se: o cortante positivo deve ser desenhado do lado oposto ao do
observador e o cortante negativo do mesmo lado do observador
DEC (KN)
Fig. 462 — Exemplo 1

28.5

—-19.5

400 m

8.0

A 4.0@m%été D

Fonte: autor

B) Diagrama do momento fletor (DMF)

A B
(0Sx£4)m

M,p = —x* + 8x
Dentro do trecho ]A, B[, o cortante ndo se anula, portanto s6 necessitamos
calcular os momentos nas extremidades A e B
» No ponto A, temos x=0m, logo M, =—-0?2x0+8+«0=0KN.m
* No ponto B, temos x =4 m, logo Mg = -4 + 8+x4 =16 KN.m
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Cocrea)
o<x<4 /)™

Mg = x> — 12x* + 28,5x + 14
* No ponto B, temos x = 0 m, logo
Mg =03—-12%x0%+285+0+14 =14 KN.m
* O momento de valor maximo (M,,s,) ocorre no ponto x onde o cortante é
zero (Vgc =0 emx = 1,45 m)
Mpsxx = 1,453 — 12 + 1,45% + 28,5 % 1,45 + 14 = 33,1 KN.m
* No ponto C, temos x =4 m, logo
Mc=4%—-12%4%+285%4+14=0KN.m

(ozrss)
0<x<4

MDC =0KN.m
Lembre-se: 0 momento fletor positivo deve ser desenhado do mesmo lado do

observador e 0 momento negativo do lado oposto ao do observador

DMF (KN.m)
Fig.463 — Exemplo 1
X
B S C
©
O ?
33.1

&
8
<t
A D L

;‘; 4.00 m %é%

Fonte: autor

C) Diagrama do esforgo normal (DEN)

(ozrza)
0<x<4

NAB = _28,5KN

(ozrsa)
0<x<4
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NBC=OKN

(ozrss)
0<x<4

Npc = —19,5 KN
Lembre-se: o esfor¢o normal positivo deve ser desenhado do lado oposto ao
do observador e o normal negativo do mesmo lado do observador
DEN (KN)
Fig. 464 — Exemplo 1

B C

=285
-195
<—40m ——=

4.00 m D

Fonte: autor

2°) Construa os diagramas dos esforgos internos para a estrutura reticulada abaixo

sujeita a uma carga de 3 KN em A e a uma de 2 KN no ponto E
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DCL final

Fig. 465 - Exemplo 2

KN

3.00

<4
w

>
o
=
S
I
P
o
o
-
2__
O
400m%~|

|
|

— 3.00

Fonte: notas de aula
RESP

Observe que o ponto B é extremidade comum a trés barras AB, EB e BD,
entdo a analise de cada uma dessas barras devera ser iniciada pela extremidade
oposta ao ponto B, assim néo sera necessario fazer transferéncia de forcas e ou
momentos entre as barras no ponto B

Barra AB pela esquerda (observador 1)

(ozres)
0<x<3

VAB=f—q(x)dx+ZV'=dex+(—3)=0—3=> VAB:_SKN
MAB:fVAde-I_ZM,:f_de_i_O:_Sx:> MAB:—BX

NAB:fp(X)dX'i‘ZN,:) NABZOKN

Barra CE pela esquerda (observador 2)

(ozre2)
0<<x<?2
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VCE=f—q(x)dx+ZV'=f—0dx—O=0=> VCEZO
MCEszCde'FZM,:deX"‘O:Oﬁ MCE=0

NCEzfp(x)deN'=f0dx+(—vc)=o+(—4);»

Ncg = —4,0 KN (compressao)

* Barra EB pela esquerda (observador 2)

(ozezz)
0<x<?2

VEB=f—q(x)dx+ZV'=f—de+2=O = VEBZZKN
MEB=fVEde+ZM,=j2dx+MCE(E)=2x+0 = MEB=2x

NEB=jp(x)dx+ZN’=f0dx+NCE(E)=O+(—4)=> Ngg = —4 KN

Barra DB pela direita (observador 2)

Cozrzs)
0<x<5

VDB:fq(x)dx+ZV,:f0dx+VD:0+1: VDB:1KN
MDB=f—VDde+ZM'=f—1dx+0=—1x = MDB:—x

NDB=fp(x)dx+ZN'=f0dx+HD=0+2=> NDBZZKN

Diagramas dos esforc¢os internos

A) Diagrama de esforco cortante (DEC)

(ozres)
0<x<3

VAB = —3 KN

(ozre2)
0<<x<?2

Vee = 0KN

(ozezz)
0<<x<?2

VEB = ZKN
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Cozrzs)
0<x<5

VDB == 1KN

Lembre-se: o cortante positivo deve ser desenhado do lado oposto ao do

observador e o cortante negativo do mesmo lado do observador
DEC (KN)
Fig. 466 — Exemplo 2

1.00

O

-

(@)
S
—300 | g

< 400 m =

C

300 m ——— 500 m —=

Fonte: notas de aula

B) Diagrama do momento fletor (DMF)

(ozres)
0<x<3

MAB = —-3x
* No ponto A, temos x=0m,logo Mypg = -3 +*0=0KN.m

* No ponto B, temos x=3 m, logo M g = —-3+*3=—-9KN.m

(ozrc2)
0<<x<?2

Mcz = 0KN.m

(ozezz)
0<<x<?2

MEB = Zx
* No ponto E, temos x=0m, logo Mg =2*0=0KN.m

* No ponto B, temosx=3m, logo Mg =2+*2=4KN.m
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* No ponto D, temos x=0m, logo Mpg = —-1+*0=0KN.m
* No ponto B, temos x =3 m, logo Myp = —-1*5=—-5KN.m
Lembre-se: 0 momento fletor positivo deve ser desenhado do mesmo lado do

observador e 0 momento negativo do lado oposto ao do observador

DMF (KN.m)
Fig. 467 — Exemplo 2
—9.00
—5.00

B| /S > A

&
E S

<

L 300 m —=— 500 m —=

Fonte: nota de aula

C) Diagrama do esforgo normal (DEN)

(ozrez)
0<<x<?2

N,z = 0KN

(ozrc2)
0<<x<?2

Ncp = —4 KN

(ozezz)
0<<x<?2

NEB = —4,8KN

Cozrzs)
0<x<5

Npp =2 KN
Lembre-se: o esfor¢o normal positivo deve ser desenhado do lado oposto ao
do observador e o normal negativo do mesmo lado do observador
DEN (KN)
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Fig. 468 — Exemplo 2

2.00

]
0.00 B /k
Nl -
E o S
(@) <t
i \/

300 M =500 m —=

Fonte: nota de aula

3°) Construa os diagramas dos esforcos internos para o portico tri-articulado abaixo

DCL finaL
Fig. 469 — Exemplo 3

1.00 kN/m 1.00 kN/m
z VULLLDDDLLLLLLLLLLLL L]
—~ o ‘ ]
1m Ni D E|—
T EE— ] C :
B 1 e
= 4—.
3m gz
=2
o1 02 ] 03
F |
—t> A —t> —
2.0 kN 2.0 kN
\éZOOmLM}Om 2.00 m
2 £
Fonte: notas de aula
RESP

Observe que o ponto C é extremidade das barras AC, BC e CD assim
devemos iniciar a analise pelas extremidades livres (pontos A e B) e em seguida
transferir cada forca da barra AC e BC e seu respectivo momento para o ponto C
inicio da barra CD e s6 entdo partimos para a analise do trecho CD

Podemos também iniciar a analise do pértico pelo apoio da direita (ponto F),
mas nesse caso especifico a analise pela esquerda é mais facil
* Barra AC (observador 2)
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(ozres)
0<x<3

VAC:J._q(x) dx+ZVI:f—de+(—HA) :0+(—2) = VAC: —2 KN
MAC:J.VAcdx+ZM’:f—2dx+0:—2x:> MA(;:—Zx

NAC=.fp(x)dx+ZN'=f0dx+V1=0+(—7)=> NAC:—7KN

* Barra BC observador 1

(ozesz)
0<x<?2

MBC:fVBcdx+ZM’:f—2dx+0:_2x = MB(;:—Zx

NBC=jp(x)dx+ZN'=> NBC=0KN

* Barra CD (observador 2)

Para analisar a barra CD devemos transferir as forcas das barras AC e BC
com seus respectivos momentos para o ponto C inicio da barra CD como mostrado
na figura abaixo.

Fig. 470 — Exemplo 3 (barra CD)

+D
. 02
C

—_—
Hy=2KN 4V,=7KN

\UTM.., = 6 kN.m
L7 M,=4kN.m
2 KN

N

My 4

— é o momento produzido no ponto C pela reacdo horizontal Hy. Entra como ne
gativo nos calculos,

pois traciona as fibras do lado oposto ao do observador

M, - momento produzido no ponto C pela forca de 2 kN aplicada no ponto B da
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barra BC. Entra como negativo nos calculos,
pois traciona as fibras do lado oposto
ao do observador
A reagdo vertical V4, ndo produz momento em relacao ao ponto C,pois sua linha

de acdo passa pelo referido ponto

(ozxzr)
0<x<1

VCD=f—q(x) dx+ZV’=f—de+(—HA)=0+(—2)=> Vep = —2 KN

MCD:fVCDdx+ZM’:f—de+(—MHA—M2):_2x+(—6—4) =

MCD =-2x—10

NCD=fp(x)dx+ZN’=dex+(—VA+2)=0+(—7+2) = Npgp=-5

* Barra DE (observador 2)
Vamos analisar a barra DE pela esquerda. Primeiramente olhamos para o
DCL final da estrutura e transferimos as forcas atuantes nas barras AC e BC e seus

respectivos momentos para o ponto D inicio da barra DE como mostra a figura abaixo
Fig. 471 — Exemplo 3 (Barra DE)

Mys =8KN.m 1.00 KN/m 1.00 KN/m
\Kf;‘MMMMHMMulu
H, = 2KN 1) I E

Fonte: autor

Cozxzs)
0<x<6

VDE=j—q(x)dx+ZV’=J—1dx+(VA—2)=—x+(7—2)=> Vpr

=—-x+5

A2
MDEzjVDde+ZM’=f(—x+5)dx+(—MH1—M2)=Tx+5x+(—8—4)
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MDE == _O,sz + 5x_ 12

NDE=fP(x)dx+ZN' = NDE=f0dx+(_HA)=O+(_2):> Npg = —2

* Barra EF observador 3
Vamos analisar a barra FE iniciando pelo ponto F, assim ndo sera necessario

transferir forgas e ou momentos entre barras no ponto E

(ozeza)
0<x<4

VFE=fq(x)dx+ZV'=f1dx+(—VF)=x+(—2) > Vpgp=x-2

2

X
MFEszFde+ZM’=f(x—Z)dx+O=7—2x+0:> Mpg = 0,5x% — 2x

NFE=fP(x)dx+ZN'=f0dx+(—VF)=0+(—1)=> Npg = —1KN

Diagramas de esforcos internos

A) Diagrama de esforgo cortante DEC (KN)

A C 5.0
(Ostg) Fig.472 - Ex. 3
Ve =2 KN 5 1.0 1.0 .
o S
(B C) B C X R NEiYe)
0<x<2
Vep = -2 KN \T
B D o
(0 <x< 1,5) 7
Vgp = -2 KN ©
(D E) A%S F |
0<x<6
Vpg=—-x+5 Fonte: autor

* No ponto D, temos x=0m, logoVp, =—-0+5=5KN
* No ponto E, temos x=6 m,logo Vg = —-6+5=—-1KN

(ozres)
0<x<4

VFE =x—-2
Lembre-se: o cortante positivo deve ser desenhado do lado oposto ao do

observador e o cortante negativo do mesmo lado do observador

356



B) Diagrama do momento fletor (DMF)

* No ponto A, temos x=0m,logoM, =—-2+*0=0KN.m
* No ponto B, temos x=3 m, logo M = -2%*3 =—-6 KN.m

* No ponto B, temos x=0m, logo Mg = -2+*0=0KN.m
* No ponto C,temosx=2m, logo M = —2*2=—-4 KN.m

P
0<<x<1

MCD =-2x—10

* No ponto C, temos x=0m, logo M =—-2%*0—10=—-10 KN.m
* No ponto D, temosx=1m, logo Mp = -2+1—-10=—-12KN.m

Cozeze)
0<x<6

Mpp = —0,5x% + 5x — 12

 No ponto D, temos x=0m, logo M, = —0,5%02+5%x0—12=—-12KN.m

* Na rétula (x =4 m) o momento é zero, porém vamos calcular para confirmar

o resultado
Mp=-05%4>+5%x4—12=0KN.m

* No ponto médio do trecho RE, onde o cortante Vy; € zero temos X =5 m

M=-05%5>+5%x5—12=0,5kN.m

* No ponto E, temos x =6 m, logo My =—-0,5%62+5+x6—12=0KN.m

(ozrza)
0<x<4

MFE = 0,5x2 — 2x

» No ponto F, temos x =0 m, logo My = 0,502 —2%0 =0 KN.m

* No ponto, onde o cortante Vg € zero temos x = 2 m, logo

Mpp=0,5%22—-2%x2=-2KN.m

* No ponto E, temos x =6 m, logo Mg = —0,5+%4* +2+x4=0KN.m
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Lembre-se: o momento positivo deve ser desenhado do mesmo lado do

observador e 0 momento negativo do lado oposto ao do observador.

DMF (KN.m)

Fig. 473 — Exemplo 3

05

VAN

Fonte: autor

C) Diagrama do esfor¢o normal DEN (KN)

(ozres)
0<x<3

NAB = —7KN

(ozres)
0<<x<?2

NBCZOKN

(ozezz)
0<<x<?2

Ncp = -5 KN

Cozeze)
0<x<6

NDE = _ZKN

(o<rss)
0<x<4

Fig.474 — Ex. 3

=20

0.0

-7.0

Fonte: autor

=20

—1.0
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NFE = —1 KN
Lembre-se: o esfor¢o normal positivo deve ser desenhado do lado oposto ao

do observador e o negativo do mesmo lado do observador

4°) Construa os diagramas dos esforc¢os internos para o portico tri-articulado abaixo
DCL final
Fig. 475 — Exemplo 4
1.00 LNl /m
2.0 kNm

D

mumfiﬁ/ﬂmm
%M)Om %

01 02
®c
S
y |
< < B
525 kN A 275 KN A&
1= 400m 200 m —=1
= 4 <
(@) O
S S
~ Lo

Fonte: notas de aula

Resp.

Vamos iniciar a analise pelo apoio A e seguir até a rétula C. Depois
analisaremos a partir do apoio B até a rétula C. Assim evitaremos ter que transferir
esforcos entre as barras DC e CE na roétula. Os trechos de anélise estdo indicados
na figura acima

* Barra AD (observador 1)

(ozeze)
0<x<8

VADzj—q(x)dx+ZV,=f—1dx+HA=—X+5,25 = VAD=_x+5,25

2

X
My :fVADdx+ZM’ =f(—x+5,25)dx+0=7+5,25x:>

MAD = —0, 5x2 + 5,25x
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NAD=fp(X)dx+ZNI=f0dx+VA=0+1=> NAD=1KN

* Barra DC pela esquerda (observador 1)
Para analisar a barra DC pela esquerda temos que transferir para o ponto D

os esforgos da barra vertical AD
Fig. 476 — Exemplo 4

Hy = 525 KN /Muuuull}@

(T

_ D

Fp =8 KN \DMHA=42KN.m ¢
VA=1KN

Fonte: autor

* My, = momento da reagao Hy no ponto D da barra DC

* Fp = forcga resultente do cerregamento distribuido ao longo da barra AD

*Mpr — momento, no ponto D,da forga resultante do carregamento
distribuido na barra AD

Lembre-se: os esforcos na extremidade final de um trecho n&o entram nas
equacdes do trecho, por isso, o0 momento de 2 KN.m aplicado na rétula C,

extremidade final do trecho DC, nao foi considerado.

(ozrss)
0<x<4

VDC=j—q(x)dx+ZV’=J—1dx+(—VA)=—x+(—1) = Vpc=—2x-1

MDC:fVDcdx+ZM,:f(—x—l)dx+(MHA_MFR) =
2

X
MpczT_x+(42—32) =  Mpc=-0,5x*—x+10

Npc = jp(x) dx+ZN’ =Jde+(HA—FR) =0+=> Npc=0+(525-8) =
NDC = —2, 75
Agora vamos analisar a partir do apoio B, assim evitamos os calculos para

transferir os esforcos da barra DC para a barra CE na rotula C.
* Barra BE (observador 2)
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(ozeza)
0<<x<4

VBE:f—q(x)dx+ZV’=f0dx+HB=0+2,75 S Vg =2,75KN
MBE=fVBde+ZM'=f2,75dx+0=2,75x = MBE=2,75x

NBE:.fp(X)dx‘FZNI:deX"‘VB:0—5:> NBE:_S

* Barra EC observador O1

Para analisar a barra inclinada EC devemos primeiro transferir as forcas da
barra vertical BE para o ponto E inicio da barra EC e obter as componentes de cada
forca na direcéo paralela e perpendicular a barra EC

Observe a figura abaixo
Fig. 477 — Exemplo 4

VB=5KN

Fonte: autor

onde
* 6 = tan"1(3) = 45°
« Comprimento (Lgc) da barra EC — Lgc = V42 + 42 =+/32 = 5,66 m
Vamos adotar como positivas as componentes no sentido x’ e y’, assim temos:
* Forca cortante Vi aplicado no ponto E da barra EC

Vg =Vgcosf —Hgsinf = 5cos45° — 2,75sin45° = 3,54 — 1,94 = 1,59 KN

(Vg atua no sentido de y', pois resultou positiva)
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* Forga axial Ng aplicada no ponto E da barra EC
N = —Hpg cos 45° — Vg sin45° = —2,75 cos 45° — 5sin45° = —5,48 KN

(Ng atua no sentido contrario a x', pois resultou negativa)

Agora giramos a barra EC no sentido anti-horario (menor angulo) e
desenhamos ela na horizontal aplicando as for¢cas obtidas no ponto E. Ndo podemos
esquecer de olhar o DCL final e transferir, para o ponto E, o momento que cada forca
aplicada na barra vertical BE produz no ponto E da barra EC. Nesse caso somente
Hg produz momento no ponto E da barra EC
e Myp = 2,754 =11 KN.m (sentido horario)

Aplicando, na barra EC, as forcas e os momentos obtidos, temos 0 esquema

mostrado na figura abaixo
Fig. 478 — Exemplo 4

5 LD\ He =548 KN
01
V, = 1,59 KN

Fonte: autor

Lembre-se: os esforcos na extremidade final ndo entram nas equacdes de um
trecho, por isso ndo € necessario desenhar o momento de 2 KN.m aplicado no ponto
C final da barra EC

* Barra EC pela direita

(o< <566
0<x<5,66

VEc=]CI(X)dX+ZV’=j0dx+(—VE)=()+(_1’59)=> Vpc = —1,59

My, = f ~Vpcdx+ ) M= f ~(~1,59) dx + Myp = 1,59x — 11 =
MEC = 1, 59x — 11
Ngc = fp(x) dx +ZN' = fO dx + (=Ng) =0+ (-548) = Ngc=—-5,48KN

Diagramas de esforgos internos

A) Diagrama de esforgo cortante (DEC)

(ozeze)
0<x<8

VAD =—x+ 5,25
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* No ponto A, temos x=0m, logoV, = -0+ 5,25 = 5,25 KN
* No ponto D, temos x =8 m, logo V, = =8 + 5,25 = —-2,75 KN

(ozrss)
0<x<4

VDC =-x-1
* No ponto D, temos x=0m, logoVp =-0—-1=—-1KN
* No ponto C, temosx=8m, logo Ve =—-4—-1=—-5KN

(ozeza)
0<<x<4

Vgr = 2,75 KN (constante no trecho BE)

E C
(0 <x< 5,66)
Vigc = —1,59 KN (constante no trecho EC)
Lembre-se: o cortante positivo deve ser desenhado do lado oposto ao do

observador e o cortante negativo do mesmo lado do observador

DEC (KN)
Fig. 479 — Exemplo 4
D g A ¢
= N
| \Z
)
X —5.00
o E
< =N
S 4 < B
L0 N

Fonte: autor

B) Diagrama do momento fletor (DMF)

(ozeze)
0<x<8

MAD = —0, 5x2 + 5,25x
» No ponto A, temos x =0 m, logo M, = —0,5%02+5,25x0 =0 KN.m
* No ponto x onde o cortante V,, € zero (x = 5,25 m), temos:

M, = —0,5% 5,252 + 5,25 % 5,25 = 13,78 KN.m
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* No ponto D, temos x =8 m, logo M, = —0,5+ 8% + 5,258 = 10 KN.m

Cozeza)
0<x<4

Mpc=—-0,5x* —x + 10

O cortante nunca é zero no trecho DC, logo o0 momento méaximo ocorre no(s)
extremos (s)

« No ponto D, temos x =0 m, logo M, = —0,5%x 0> -0+ 10 =10 KN.m

* No ponto C (rétula), temos x = 8 m, logo

M;=-05+* 42 — 4 4+ 10 = —2 KN.m (esse caso, o momento na rétula C n3o é zero,

pois existe um momento externo de valor 2KN.m aplicado na rétula)

(ozeza)
0<<x<4

MBE = 2,75x
* No ponto B, temos x =0 m, logo My = 2,750 =0 KN.m
* No ponto E, temos x =4 m, logo Mg = 2,754 =11 KN.m

(0 < x = 566)
0<x<5,66

Como o cortante nunca € zero, no trecho EC, o momento maximo ocorre no(s)
extremos(s)
Mgc =1,59x — 11
* No ponto E, temos x=0m, logo M =1,59*0—-11 =11 KN.m
* No ponto C, temos x = 5,66 m, logo M = 1,59« 5,66 —11 = -2 KN.m
Lembre-se: o momento positivo deve ser desenhado do mesmo lado do

observador e 0 momento negativo do lado oposto ao do observador

DMF (KN.m)
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Fig. 480 — Exemplo 4

D

B A
Fonte: autor

C) Diagrama de esforgo normal DEN (KN)

(ozxzs)
0<x<8

NAD:1KN

(ozrss)
0<x<4

NDC = —2,75 KN

(ozrsa)
0<x<4

NBE = —SKN

(0 <x < 5.66)
0<x<5,66

NEC = —5, 48
Lembre-se: o esfor¢o normal positivo deve ser desenhado do lado oposto ao

do observador e o negativo do mesmo lado do observador
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Fig. 481 — Exemplo 4

o
<

—2.75 .75

1.00

Fonte: autor

-5.00

-500

5°) Construa os diagramas dos esforcos internos para o portico tri-articulado abaixo

DCL final
Fig. 482 — Exemplo 5

2.0 kN

1.00 kN/m 1.00 kN/m

Dluuuumwuuuw i

D E
)0
c N 4
01
Hy =1KN
A A Hy = 1KN B
"y ‘—
> T<—400m —=1=<—400m 200m
A
= =
ot x
N
| )
N Il
N

Fonte: notas de aula

02

< 200 e 300m
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Resp.
Vamos iniciar a analise pela esquerda, do ponto A até o ponto E. Depois
analisaremos a barra BE e a barra GE

* Barra AC (observador 1)

(ozres)
0<x<3

VAC=J.—q(x)dx+ZV'=dex+(—HA)=0+(—1)=> VAC:—lkN
MAC:fVAcdx‘FZM,:f—ldx‘FO:—x:> MAC:—x

NAC=fp(x)dx+ZN’=f0dx+(—VA)=0+(—3,5):> Nic = —3,5KN

* Barra CD (observador O1)

Para o calculo dos esforcos internos na barra CD é necessario primeiro
transferir para o ponto C as forgas que atuam na barra AC e determinar as
componentes dessas forgcas e as do carregamento D’D na diregéo perpendicular e
paralela a barra inclinada CD.

Componentes das cargas concentradas (reacdes)

A figura abaixo mostra 0 esquema para a obtencdo das componentes das
cargas concentradas que atuam na barra CD

Fig. 482 — Exemplo 5

Y’ Ar v Y

Barra CD D

Fonte: autor
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Assim:

Lep =Va? + b2 =V&2 + 32 =25 = 5m; 6 =tan"}(2) = tan"}() =
36,87°

Vamos adotar como positivas as componentes no sentido de x’ e y’, assim
temos:

* Forga cortante V. no ponto C da barra CD
Ve=V4c080 —H,sin0 = 3,5c0s36,869° — 1sin36,869° = 2,= 2,20 KN

(V¢ resultou positiva, entio atua no sentido de Y'")

* Forga axial H; no ponto C da barra CD
eH:=V,4c0s0+ H;sin0 = 3,5sin36,869° + 1 cos 36,869° = 2,90 KN

(H¢ resultou positiva, entido atua no sentido de X")

N&o esqueca de observar o DCL final e transferir também o momento de cada
forca para o ponto C da barra CD. Nesse caso somente H, produz momento no ponto
C

eMyys=1%3 =3 KN.m (sentido antihorario)

Componentes navigainclinada CD devidas ao carregamento distribuido
DD’

Nesse caso, resolvemos como no exemplo 1 do item 10.13

A) Componente transversal do carregamento uniformemente distribuido DD’

qcp = qpp, * (cos 8)% = 1(cos36.87°)2 = 0,64 KN/m ou
2

2
a 4
Geo=aon* (5) =1 (g) = 0,64 KN/m

B) componente do carregamento DD’ distribuida na direcdo paralela a barra

CD
r*x8sin260 1 xsin(2 * 36,87° KN
PCD=qDD > = (2 )=0,487 (de D para C) ou
qxaxb 1x4x3
Pcp = >—=——>—=0,48 KN/m
Lcp 5
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(Para encontrar o sentido da componente axial distribuido decomponha uma forca F qualquer
atuando na mesma direcao e sentido do carregamento inicial e obtenha a componente na direcédo

paralela & barra inclinada. Essa componente tem o mesmo sentido da componente distribuida axial)
Aplicando, em uma barra horizontal equivalente CD, as for¢as obtidas, temos
Fig. 483 — Exemplo 5

0.64 kN/m

S S ST

|”)
_ \b C D
My, =3KN.m : o1
Ve = 2,20 KN

i 5m

He=290KN  ~

Fonte: autor

* Barra CD pela esquerda (observador O1)

(ozezs)
0<x<5

Vep = f —q(x) dx + z V' = f —0,64 dx + Ve = —0,64x + 2,2 =
Vep = —0,64x + 2,2

M¢p = f Vep dx + Z M = f(—0,64x +2,2)dx + (=My,) =

—0,64x2 )
MCD:T-I_Z’Z'X—'_(_S) = MCD: —0,32x +2,2x_3

Ncp = fp(x) dx + Z N' = f 0,48dx + (—H;) = 0,48x + (—2,9) =

Ncp =0,48x — 2,9

* Barra DE pela esquerda (observador 1)

Primeiramente observando o DCL final da estrutura transferimos para o ponto
D da barra DE todas as forgas concentradas e as resultantes de carregamentos
distribuidos existentes a esquerda do ponto D acompanhadas de seus respectivos
momentos. Nesse caso, ndo ha necessidade de transferir os momentos, pois o ponto
D é uma rétula e ja sabemos que rétula ndo transmite momento entre barras.

O observador 1 vé a barra DE como mostrado abaixo
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Fig. 484- Exemplo 5

FRp/p
1.UU KN/m

AAARRRRRRRRRRRAR)

"
D

Hy=1KN

<

VA = 3,5 KN

Fonte: autor

Cosxza)
0<<x<4

VDE=f—q(x)dx+ZV'=f—1dx+(VA—FR)=—x+(3,5—4):*
VDE=_x_0,5
MDE:fVDde+ZM’:f(—x—O,S)dx'i‘O:T_O;Sx:)
MDE:_O,st_O,sx
NDE:fp(x)dx+ZN’=dex+(_HA):0+(_1):> Npe =—1 KN

» Barra BE pela esquerda, ou seja, partindo do ponto B (observador 2)
(ocxes)
0<x<6
VBE=j—q(x)dx+ZV=Jde+HB=0+1=1=> Vge =1 KN
MBE=jVBde+ZM,=j1dx+0=x+0=xﬁ MBE=x

* Barra GE pela direita, ou seja, partindo do ponto G (observador 2)

Cozrza)
0<<x<?2

VGEzjq(x)dx+ZV’ =J0dx+(—2)=0+2=2 => Vegr=2KN

MGEzj—VGde-I-ZMI:J—(—Z)dx+0=2x+0=2xi MGE=2x

NGE=fp(x)dx+ZN'=dex+0=O+0:> NGEZOKN
Diagramas de esforgos internos

370



A) Diagrama de esforco cortante (DEC)

(ozres)
0<x<3

VAC = —1 KN

Cozres)
0<x<5

VCD = _O, 64'x + 2,2

* No ponto C, temos x=0m, logo V= —-0,64 x0+ 2,2 =2,2 KN
* No ponto D, temos x =5 m, logo Vp = —0,64 *5+ 2,2 = -1 KN

(o<xss)
0<x<4

VDE:—X—O,S

* No ponto D, temos x =0 m, logoVp, =-0—-0,5=—-0,5 KN
* No ponto E, temos x=4 m, logoVp = —4%5—-0,5=—-4,5KN

Cozeze)
0<x<6

VBE - 1KN

(ozrsz)
0<x<2

VGE = ZKN

Lembre-se: o cortante positivo deve ser desenhado do lado oposto ao do

observador e o cortante negativo do mesmo lado do observador

DEC (KN)
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Fig. 485 — Exemplo 5

-1.0

Ag 77%B

Fonte: autor

B) Diagrama do momento fletor (DMF)

(ozres)
0<x<3

Myc =—x

O cortante nunca é zero no trecho DE, assim o valor maximo da fun¢éo do
momento deve ocorrer no(s) extremo(s) do intervalo

* No ponto A, temos x=0m, logoV, = -0 = -0 KN

* No ponto C, temos x =5m, logo V¢ = =3 = =3 KN

(ozxzs)
0<x<5

Mcp=-0,32x* +2,2x -3

* No ponto C, temos x=0m, logo V= —0,32% 0%+ 2,2+«0—-3 = -3 KN.m
* No ponto onde o cortante V., é zero (x = 3,44 m)

M, =-0,32+* 3,44> +2,2%3,44—-3 =0,78 KN.m

» No ponto D, temos x =5 m, logo V, = —0,32 %52+ 2,2*5—-3 =0KN.m

Cozezs)
0<x<4

MDE = _0, 5x2 - O, 5x
O cortante nunca é zero no trecho DE, assim o valor maximo da funcdo do
momento deve ocorrer no(s) extremo(s) do intervalo

+ No ponto D, temos x =0 m, logo Mp = —0,5 %02 — 0,50 =0 KN.m
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* No ponto E, temos x =4 m, logo Mg = —0,5 4% — 0,54 = —10 KN.m

(ozeze)
0<x<6

Mg =x

O cortante nunca é zero no trecho BE, assim o valor maximo da funcéo do
momento deve ocorrer no(s) extremo(s) do intervalo

* No ponto B, temos x=0m, logo Mg =0 =0KN.m

* No ponto E, temos x =6 m, logo My = 6 = 6 KN.m

o
0<x<?2

Mg = 2x

O cortante nunca é zero no trecho BE, assim o valor maximo da funcao do
momento deve ocorrer no(s) extremo(s) do intervalo

* No ponto G, temos x=0m, logo M; =2+*0=0KN.m

*No ponto E, temos x=2m,logo Mg =22 =4KN.m

Lembre-se: o momento positivo deve ser desenhado do mesmo lado do
observador e 0 momento negativo do lado oposto ao do observador

DMF (KN.m)
Fig. 486 — Exemplo 5

—10.0

Fonte: autor

C) Diagrama do esfor¢o normal (DEN)
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(ozres)
0<x<3

NAC: —3,5KN

(ozxzs)
0<x<5

N¢p=0,48x—-2,9
* No ponto C, temos x=0m, logo N = 0,48 x0 — 2,9 = —2,9 KN
* No ponto D, temos x=5m, logo N, = 0,485 —2,9=—-0,5 KN

(oxxss)
0<x<4

NDE = —1KN

(ozeze)
0<<x<6

NBE = —6,5KN

o
0<x<?2

NGE = 0 KN
Lembre-se: o esfor¢o normal positivo deve ser desenhado do lado oposto ao

do observador e o negativo do mesmo lado do observador

DEN (KN)
Fig. 487 — Exemplo 5
0.0
/Qb —1.0

Te!

o T
f)/.
0
"

Fonte: autor

6°) Construa os diagramas dos esforg¢os internos para o portico tri-articulado abaixo
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DCL final
Fig. 488- Exemplo 6

< <
L] =
= =
10.00 kKNS F’_i
[TV
D E F G S
o~
c ‘\I o1 H3 '
$1000KN £
Y 02 S
A B _a
6.00 kN é,
< | S0 MI.S0 M 3 60 m —t 2.00 mﬂL’L
= o
g I
. S

Notas de aula
RESP.
Vamos iniciar a analise pela esquerda até o ponto F. Em seguida

analisaremos a barra BF partindo do ponto B, a barra HF e a barra GF partindo do

ponto G
O primeiro passo € obter as componentes no ponto A da reagéo V, na direcédo

perpendicular e paralela a barra AD
Fig. 489 — Exemplo 6

Y’ Y

V,=2513 KN

Fonte: autor
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Comprimento (L,p) dabarraAC - Lyp =V32+42=+/25=5m e

6 =tan™1(3) = 53,13°

Vamos adotar como positivas as componentes no sentido de x’ e y’, assim
temos:

* Forga cortante V,, no ponto A da barra AD

V, =Vycos6 = 25,13 cos 53,13° =
15,08 KN (V, atua no sentido de y', pois

resultou positiva)

* Forga axial Hy, no ponto A da barra AD
H,, =V,sin@ = 25,13sin53,13° = 20,10 KN (H,, atua no sentido de x")
N&o existe momento externo no ponto A

O observador 1 vé a barra AD na horizontal como mostrada abaixo
Fig. 490- Exemplo 6

20.00 kN

I 250 m |

Fonte: autor

* Barra AD pela esquerda observador 1

* Trecho AC pela esquerda, partindo do ponto A (observador 1)

(<xz2s)
0<x<25

VAC = f —q(X) dx + Z V' = f 0dx+ (VAI) =0+ 15,08 = VAC = 15, 08 KN
M, = f V,cdx + ZM’ - f(15,08) dx+0=1508x = M, = 15,08x

NAcsz(x) dx+ZN’=dex+(—NA)=0—20,01=> Nac = —20,10 KN

* Trecho CD pela esquerda (observador 1)
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(pxz2s)
0<x<25

Vep = f —q(x) dx + z V' = Vep = f 0 dx + [Vac(C) — 20) = 0 + (15,08 — 20)
Vep = —4,92 KN

Mcp = f Vep dx + z M = f(—4,92) dx + Myc(C) = —4,92x + (15,08 * 2,5)
Mcp = —4,92x + 37,7

Ncp = fp(x) dx+ZN’ = dex + Ny =0-2001= Nyc=-20,01KN

* Barra DF pela esquerda (observador 1)

Agora o modo mais pratico de prosseguir com a analise é observar o DCL final
e transferir para o ponto D da barra DF todas as for¢cas concentradas e resultantes
de carregamentos distribuidos existentes a esquerda de D e obter as componentes
na direcao perpendicular e paralela a barra DF. Nao esquecer de transferir também

para o ponto D o momento produzido por cada forca.
Fig. 491 — Exemplo 6
20 KN 20cos@
My, = 75,39 KN q9(x)

/CV; yuumuuum
2051n9 D 201 E F

MZO = 50 KNm

300m 200m |
V, = 2513 KN
Fonte: autor
¢ 20 KN - forga inclinada aplicada no ponto C e transferida para o ponto D cujas
componentes vertical e horizontal valem 20 cos 8 e 20sin 8 respectivamente
e M,, é 0o momento produzido no ponto D pela forga inclinada de 20 KN aplicada no

aplicada no ponto C
* 6 = tan"}(3) = 53,13°

* Trecho DE pela esquerda, partindo do ponto D (observador 1)

Cozxzs)
0<x<3

Vpr = f —q(x) dx+ZV’ = f —10dx + (V4 — 20 cos 6)
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Vpeg = —10x + (25,13 — 20 cos53,13°) = Vpp=—-10x+ 13,13

Mpg = f Vopdx+ ) M'= f (=10x +13,13) dx + (Mya — Mzo) =

2

Mpg = +13,13x + (7539 —50) = Mpg = —5x% + 13,13x + 25,39

NDEz.fp(x) dx+ZN’ =f0dx—2051n53,13°=—16:> Npr = —16 KN

* Trecho EF pela esquerda, partindo do ponto E (observador 1)

(ozezz)
0<x<?2

Verp = f —q(x) dx+ZV’ = j—O dx + [Vpg(E) — 20) =
Ve =0+ [(-10*3+13,13) —20] = Ver = —36,87 KN
Mgy = f Vegpdx + ZM’ = 1—36,879( dx + (Mpg) =

Mg = ————+(-5+3+13,13+3+2539) = My = —18,435x* + 19,78

NEF=jp(x)dx+ZN =jde+NDE=O+(—205€n53,13°)=0—16:f

Ngp = —16KN
* Barra BF observador O2
* Trecho BH
(ocres)
0<x<2

MBH=fVBde+ZM’=f6dx+0=6x=> Mgy = 6x

Ngy = jp(x) dx-]-ZN’ =f0dx-|— (—VB) =0+ (—46,87) =0-46,87 >

Ngy = —46,87 KN
* Trecho HF

(ozxs2)
0<x<2

Vir = j _q(x) dx + Z V= J —0 dx + [V (H) + 10] = 0 + [(6) + 10]
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Vyr = 16 KN
MHF=fVHFdx+ZM’=f16dx+MBH(H)=16x+(6*2)=16x+12
Myp = 16x + 12

Nyp = fp(x) dx+y N =f0dx+ (=V,) = 0+ (—46,87) = 0 — 46,87 =

NHF = —46,87 KN

* Barra GF pela direita, partindo do ponto G observador 2

(ozrer)
0<<x<1

Vapzfq(x)dx+ZV’=dex+10=0+10 = Vg =10KN
MGF=f—VGFdx+ZM,=f—1de+O=—10X = MGF=—10x

Diagramas de esforcos internos

C) Diagrama de esforco cortante (DEC)

(0<xz2s)
0<x<25

VAC = 15, 08 KN

(o<x<2s)
0<x<25

Vep = —4,92 KN

Cozezs)
0<x<3

Vpr =—10x+ 13,13
* No ponto D, temos x =0 m, logo Vp, = -10+0 + 13,13 = 13,13 KN
* No ponto E, temos x =3 m, logo Vg = -10*3 + 13,13 = —16,87 KN

(ozre2)
0<x<?2

VEF = —36,87 KN

Cozrzz)
0<<x<?2

VBH =6 KN
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(osxz2)
0<<x<?2

Vur = 16 KN

G F

(OSxS1)
Ver = 10 KN

Lembre-se: o cortante positivo deve ser desenhado do lado oposto ao do

observador e o cortante negativo do mesmo lado do observador

DEC (KN)
Fig. 492 — Exemplo 6
1312 10.00
p [T~ E
X F G
—16.88 S
O
—36.88
H
(@)
O
O
B

Fonte: notas de aula

B) Diagrama do momento fletor (DMF)

(<x<25)
0<x<25

MAC = 15,08x
* No ponto A, temos x =0 m, logo M4 = 15,080 =0 KN.m
* No ponto C, temos x =2,5m, logo M. = 15,08 * 2,5 =37,70 KN.m

(o<x<2s)
0<x<25

* No ponto C, temos x =0 m, logo M; = —4,92 « 0+ 37,7 = 37,70 KN.m

* No ponto D, temos x = 2,5 m, logo Mp = —4,92 * 2,5+ 37,7 = 25,39 KN.m

Cozezs)
0<x<3
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Mpg = —5x%* + 13,13x + 25,39

« No ponto D, temos x = 0 m, logo Mp = —5 0% + 13,13 % 0 + 25,39 =
25,39 KN.m

* No ponto X, onde o cortante Vj; € zero (x = 1,313 m), temos

My = —5%1,313%2 + 13,131,313 + 25,39 =34 KN.m

* No ponto E, temos x = 3 m, logo M, = —5=3%2+ 13,13 %3 + 25,39 =
19,78 KN.m

(ozezz)
0<x<?2

Mgp = —18,435x* + 19,78
« No ponto E, temos x =0 m, logo My = —18,435 = 02 + 19,78 = 19,78 KN.m
e No ponto E, temos x = 3 m, logo My = —18,435%2%2+ 19,78 =
—53,96 KN.m

Cosrzz)
0<x<?2

MBH = 6x
* No ponto B, temos x=0m, logo Mg =6 +0 =0 KN.m
* No ponto H, temos x=2m, logo My =62 =12 KN.m

(o<xs2)
0<x<2

MHF =16x+ 12
* No ponto H, temos x =0 m, logo My =16 *0+ 12 =12 KN.m
* No ponto F, temos x =2 m, logo Mg =16 *2+ 12 =44 KN.m

(ozrss)
0<x<1

M;r = —10x
* No ponto G, temos x=0m, logo Mz = -2+0=0KN.m
*No ponto F, temos x =1 m, logo My = -10+x1=—-10 KN.m
Lembre-se: 0 momento positivo deve ser desenhado do mesmo lado do
observador e 0 momento negativo do lado oposto ao do observador
DMF (KN.m)
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Fig. 493 — Exemplo 6

—54.0

—10.0

Fonte: autor

C) Diagrama do esforgo normal DEN (KN)

(ozres)
0<x<3

Njc=—20,10 KN

(5<xz2s)
0<x<25

Ncp = —20,10 KN

Cozezs)
0<x<3

NDE = —16 KN

(ozrzz)
0<x<2

NEF = —16 KN

Cozrzz)
0<<x<?2

Ngy = —46,87 KN

(ozvzz)
0<x<?2

Npy = —46,87 KN

(ozrss)
0<x<1

NGF == OKN

440
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Lembre-se: o] 0.00

esforgo normal positivo _}6I.OO —16.00 %
deve ser desenhado do i
lado oposto ao o %
observador e o negativo ¥
do mesmo lado do oS
observador %

7°) Construa os diagramas dos esforcos internos para o pértico abaixo

DCL final
Fig. 494 — Exemplo 7
<
4.00 kKN .00 KN/
LIl el] l
30kN T ’ 4
C DAI/)E e 15m
- | = +
H, = 6,5KN o~ 1’f m

F1.50 m + 1.50 m
Vy = 16,8 KN Vg = 14,7 KN

Fonte: autor

RESP
Vamos iniciar a analise pela esquerda, do ponto A até o ponto E, e depois

analisaremos a barra BE partindo do ponto B.
* Barra AC

(ozres)
0<x<3

VAczf—q(x) dx+ZV’=f0dx+(—HA)=O+(—6,5)=> Vic=—-6.5KN

MAczjVAcdx+ZM’=J—6,5dx+0=—6,5x = Myc=—-6,5x
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* Barra CD
O ponto D define um trecho, pois existe uma carga concentrada aplicada

(o<x<1s)
0<x<1,5

VCsz_q(X) dx+ZV,=f—4dx+VA=_4x+16,8 ﬁVCD=—4x+16,8

MCD = f VCD dx +ZMI = f(—‘l‘x + 16,8) dx + [MAC(C)] =

2

M, n =
CcD 2

+16,8x + (—=6,5%3) = Mcp = —2x*+16,8x — 19,5

NCD:fp(x)dx+ZN’=f0dx+[—HA—3] =0+ (—65-3)=—9,5KN

NCD = —9, 5 KN
* Trecho DE

(o<x<1s)
0<x<15

Vpg = j —q(x) dx + z V' = J —4dx + [Vep(D) — 4]

MDE = j VDE dx +ZMI = j(—4x + 6,8) dx + [MCD(D)] =

2

S+ 6,8x + (=2 % 1,52+ 16,8+ 1,5—19,5) = Mpr = —2x*> +6,8x + 1,2

Mpg =

* Barra BE pela direita

Para o calculo dos esfor¢os internos na barra BE e construcdo dos seus
respectivos diagramas € necessario primeiro obter as componentes dos
carregamentos EE’ e BB’ na diregao perpendicular e paralela a barra inclinada BE.

* Componente perpendicular e paralela ‘barra BE
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Fig. 495 — Exemplo 7

v

X
Vg = 14,7 KN
Fonte: autor
cLpp=VaZ+b2=V37+37=VI8=42m; =t} =tan () =
45°
Vamos adotar como positivas as componentes no sentido de x’ e y’, assim
temos:

A) Componente V' da reacéo Vz na direcdo perpendicular a barra BE

e V'g=VgcosO = 14,7 cos45° = 10,4 KN (observando a figura acima vemos que

atua no sentido Y’)

B) Componente axial H'y; da reacéo Vg

Hp =VgsinO = 14,7sin45° = 10,4 KN (Observando a figura acima vemos que
atua

no sentido contrario a X’)

» Componente qz; e Pgg, na direcdo perpendicular e paralela a barra BE
devidas aos carregamentos distribuidos

» Componentes do carregamento EE’
qee/(x) = q(cos 8)? = 4(cos45)2 =2 KN/m

* Componentes axial distribuida do carregamento EE’
qsin260 4 xsin(2 = 45°)
2 2

e Prpi(x) = =2 KN/m (de E para B, ou seja, no sentido

positivo de x")
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Para encontrar o sentido da componente axial do carregamento distribuido considere uma
forca F qualquer atuando na mesma direcéo e sentido do carregamento e obtenha a componente
paralela e perpendicular a barra inclinada assim como fizemos com a for¢a de 1 KN aplicada no ponto
F

* Componente transversal do carregamento distribuido BE’

* qpr, = q(sin @)% = 2(sin45°)2 = 1 KN/m
* Componentes axial distribuida do carregamento BE’
qsin20 2sin(2 * 45°) KN ] ]
* Pgpr = > = 5 = —17 (de B para E, ou seja no sentido

negativo de x")

Agora obtemos a resultante total na direcdo perpendicular e paralela a barra
BE
* Resultante ggg distribuida na direcdo perpendicular a barra BEqgg =

qEE’+qBEI=2+1 =3KN.m

* Resultante Pgg distribuida na direcdo paralela (axial) a barra BE

Pgp = Pgpr + (— Pgpr) = 2+ (—1) = 1KN.m (resultou positiva, logo atua no sentido
de X)

* A forga concentrada aplicada no ponto F é perpendicular a barra BE, logo
nao possui componente na direcdo paralela a barra

O observador enxerga a barra BE horizontal como mostra a figura abaixo
Fig.496 — Exemplo 7

4.95 kN

3.00 kN/m ‘ 300 kN/m

llllillllllllltllllllllllllll

E H%H%%H%H%%H%%HA WO.4OL<N
1.00 kN/m F 1.00 kN/m
<| B
X
o
~
e
210m 210 m ——=

Fonte: autor

386



Analisando o trecho BF pela direita, temos

(62x<20)
0<x<21

VBszq(x)dx+ZV’=dex+(—V’B)=3x—10,4 = Vgr=3x-10,4

2
—3X
Mgy = f ~Vgpdx + ZM’ = f ~(Bx —104) dx + 0= ——+10,4x

Mg = —1,5x% + 10,4x

ngzfp(x) dx+ZN’=f1dx+(—H’B) =x+(-10,4) =

Npr = x—10,4 KN

Trecho FE pela direita

(<=2
0<x<21

VFE=fCI(x) dx+zvl=f3dx+[VBF(F)+4'95] =
Vep =3x+[(3%21—10,4) +495] = Vpz=3x+0,85

—3x2

My = —0,85x + (—1,5% 2,12 + 10,4 % 2,1) = My = —1,5x% — 0,85x + 15,2

Npg = fp(x) dx+ZN’ = f 1dx + [Ngp(F)] =
=x4+(21-104) = Npr=x—83
Diagramas de esforgos internos

A) Diagrama de esforco cortante (DEC)

(ozxes)
0<x<3

VAC = —6 5 KN

(o<x<1s)
0<x<1,5

VCD = —4x + 16,8
* No ponto C, temos x=0m, logoV,=—-4+0+ 16,8 = 16,8 KN
* No ponto D, temosx=1,5m, logo Vp, = —-4x15+ 16,8 =10,8 KN
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(o<x<1s)
0<x<1,5

VDE = —4'x + 6,8
* No ponto D, temos x=0m, logoVp, =—-4*0+ 6,8 =6,8 KN
* No ponto E, temos x=1,5m, logo Vg =—-4%x15+68=0,8 KN

(62x220)
0<x<21

VBF =3x— 10,4
* No ponto B, temos x=0m, logo Vg =3*0—-10,4 = -10,4 KN
* No ponto F, temos x =2,1 m, logo Vy =3 2,1 —-10,4 = —4,1 KN

(0=xz21)
0<x<21

Ve = 3x 40,85
* No ponto F, temos x =0 m, logo Vp =3 %0+ 0,85 =0,85 KN
* No ponto E, temos x=1,8 m, logo Vg =3 x2,1+ 0,85 =7,15 KN
DEC (KN)
Lembre-se: o cortante positivo deve ser desenhado do lado oposto ao do

observador e o cortante negativo do mesmo lado do observador
Fig. 497 — Exemplo 7

16.8

\/’\9@

6.8

150 m 1.50 m = 3.00 m —

Fonte: autor

B) Diagrama do momento fletor (DMF)

(ozxes)
0<x<3
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MAC == _6, 5x
* No ponto A, temos x=0m, logo My = —6,5*x0 =0 KN.m
* No ponto C, temos x =3 m, logo M = —6,5x3 =—-19,5KN.m

(pxzis)
0<x<1,;5

Mcp = -2x*+16,8x — 19,5
* No ponto C, temos x = 0 m, logo
My;=-2%0%4+16,8+0—195=-19,5KN.m
* No ponto D, temos x = 1,5 m, logo
Mp=-2%x15°4+168%15-195=1,2KN.m

(ox=is)
0<x<1,;5

Mpr=—-2x*+6,8x+1,2
* No ponto D, temos x = 0 m, logo
Mp=-2%0*4+68+0+12=1,2KN.m
* No ponto E, temos x = 1,5 m, logo

( )

Mgr = —1,5x% + 10,4x
* No ponto B, temos x = 0 m, logo
Mg=-15%02+104+x0=0KN.m
* No ponto F, temos x = 2,1 m, logo
Mp=-15%212+10,4%2,1=152KN.m

(0=xz21)
0<x<21

Mg = —1,5x% — 0,85x + 15,2
* No ponto F, temos x = 0 m, logo
Mp=-15%0%>-0,85%0+152=15,2 KN.m
* No ponto E, temos x = 2,1 m, logo
Mg=-15%2,1%-085%21+152=6,8KN.m
Lembre-se: 0 momento positivo deve ser desenhado do mesmo lado do

observador e 0 momento negativo do lado oposto ao do observador
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DMF (KN.m)
Fig. 498— Exemplo 7

19.5
D
E R
Lo N
o C 17 o
7 F &
£
(@)
o
. - B —
N, A SF
150 m | 1.50 m == 3.00 m

Fonte: autor

C) Diagrama do esforgo normal (DEN)

(ozres)
0<x<3

NAC = —16,8KN

(yx=1s)
0<x<1,;5

NCD = —9,5 KN

(pexzis)
0<x<1,;5

NDE = —9,5KN

(6<x<20)
0<x<21

Npr =x—10,4 KN
* No ponto B, temos x=0m, logo Ng =0—-10,4 = -10,4 KN.m
* No ponto F, temos x = 2,1 m, logo Ny =2,1—-10,4=-8,3 KN.m

(0<x<21)
0<x<21

NFE =X — 8,3
* No ponto F, temos x=0m, logo Np=0—-83=—-8,3 KN.m
* No ponto F, temos x=2,1 m,logo Np =2,1—-83=-6,2KN.m
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Lembre-se: o esfor¢o normal positivo deve ser desenhado do lado oposto ao
do observador e o negativo do mesmo lado do observador

DEN (KN)
Fig.499- Exemplo 7

956N

168 U1

©
%
150 m 150 m ==— 300 m J

Fonte: autor
8°) Construa os diagramas dos esforgos internos para o pértico abaixo

DCL final
Fig. 500 — Exemplo 8

0.50 KN/m 0.50 KN/m  0.50 kN/m 0.50 kN/m

A2 222222222222 22 2 A A A N A A/ 2 N 2 N N 2R 2 2N AN N 2N N 2N 2 4

E C D F

S8 600 m %L 300 m Jﬁ 300 m Je 6.003528 "

= Z
(@] (@]
0 0
< <

01 '\I/' 03

_ B
A )6 02
F Fonte: notas de aula
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RESP

Nesse caso, a resolucdo mais pratica € o obter as componentes das reacdes
na direcado paralela e perpendicular as barras inclinadas AC e BD, determinar as
equacdes dos esforgos internos para elas e em seguida transferir as forgas e seus

respectivos momentos para os pontos C e D e entdo analisar a barra horizontal EF.

« Componentes paralelas e perpendiculares das reagbes de apoios na

barra AC
Fig. 501 — Exemplo 8

H, =3,38KN

Fonte: autor

As componentes na barra inclinada AD podem ser obtidas de modo analogo,
porém € desnecessario, pois sendo a estrutura simétrica os esforcos na barra AC e
BD tém os mesmos valores

-0 =tan"1(2) = 45°

« Comprimento (L) da barra AC — Ly = V6% + 62 =+/72 = 8,48 m

Vamos adotar como positivas as componentes no sentido x’ e y’, assim temos:

A) Componente V,, na direcao perpendicular a barra AC das reacdes V, e H,

V4 =Vycos@ — Hysin@ = 4,5 cos 45° — 3,38 sin45° = 0,80KN
(V4, atua no sentido de y', pois resultou positiva)

B) Componente axial Hy, das reacbes V, e Hy
H,y =V,sinf + Hycos 0 = 4,5sin45° + 3,38 cos 45° = 5,57 KN
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(H, atua no sentido de x', pois resultou positiva)
N&o existe momento externo no ponto A

O observador O2 enxerga a barra AC como mostrada abaixo
Fig. 502 — Exemplo 8

A | C
> 1°
Hy, = 557 kN ‘ 02
§T% 848 m A
(@]
Q
O
Il
N

Fonte: autor

(6<x< 00
0<x<848

v,,c=f—q(x)dx+2v'=f0dx+(vA,)=o+o,8=> Vac = 0,8 KN
MAC:fVAcdx+ZM’:f0,8dx+O:0,8x = MAC:O;Bx

NAC=fp(x)dx+ZN'=f0dx—5,57=—5,57=> NAC:_5’57

* Barra BD

As componentes na barra inclinada BD podem ser obtidas de modo analogo,
porém sendo a estrutura simétrica os esforcos na barra AC e BD tém 0os mesmos
valores.

A vista que o observador O2 tem da barra DB é mostrada na figura abaixo
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Fig. 503 — Exemplo 8
B

o <

' I 557 kN
02

Li848m"2$

Fonte: autor

%

0.80

(0<x<s1)
0<x<848

VBD=fq(x)dx+ZV’=dex—O,8:0—0,8:> Vgp = —0,8 kN
Mg, :f_VBD dx+ZM’:f—(—0,8)dx+0 =08x > Mpgp=0,8x

NBD =fp(x) dx+ZNl=f0dx—5,57= —5,57$ NBD = —5,57KN

e Barra EF
Para analisar a barra EF devemos transferir para os pontos C e D as

respectivas forcas e momentos produzidos pelas barras AC e BD
Fig. 504 — Exemplo 8

My, = 2028 KN.m  Myg = 2028 KN.m

0.50 kN/m 0.50 kN/m 050 \N/m 0.50 kN/m
llllllllllll&%:vvw\,\,\,\,\,\, @llllllllllllllllll

3 BSM 3.38 kN

o é
L0 L0
< o
6.00 m i 6.00 m i 6.00 m
b I
E < C / D F
Mya =27 kN.m My = 27 KN.m

Fonte: autor
* Trecho EC
Lembre-se as for¢gas e momentos aplicados na extremidade final de um trecho

nao entram nas equacgOes dos esforgos internos do trecho, assim as forgas e
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momentos aplicados no ponto C ndo entram nos calculos do trecho EC, mas sim nos
calculos do trecho CD.
Para os esforgos internos momentos aplicados em um ponto de uma viga sao

positivos quando tracionam as fibras inferiores. Exemplo My, no ponto C

(ozxss)
0<x<6

VEc=f—CI(x) dx+ZV'=f—0,5dx+0=—0,5x=> Vgc =—0,5x

—0,5x2

MEC=fVECdx+ZM,=_]_O'Sde'i'O: = Mgc = —0,25x%

NEC=fp(x)dx+ZN'=f0dx+0=0 = NEC:OKN

* Trecho CD

(ozeze)
0<x<6

Vep = [ —q(x) dx + V' = [ —0,5dx + [Vgc(C) + 4,5]=
VCD = _O,Sx + [(_015 * 6) + 4:5] = VCD = _O, 5x + 1, 5

Mcp = f Vep dx + z M = f(—O,Sx + 1,5)dx + [Mge(C) + 27 — 20,28] =

—0,5x2

M/ =
cD 2

+1,5x + (=05 %62 +27 —20,28) = Mcp

=—0,25x% +1,5x — 2,28
NCD:fp(x)dX+ZN'=f0dx_3;38:0 = N¢p = —3,38KN

* Trecho DF

Para facilitar os calculos vamos analisar o trecho DF pela direita

(ozrze)
0<x<6

VFDzjq(x)dx‘i‘ZV’:fO,de = VFD=O,5x

—0,5x2

Mpp = f —Vep dx-l-zM’ - f —0,5x dx = =  Mgp = —0,25x2

NFDsz(x)dx-l-zN = NDszde+(_3'38+3'38)=0 = NFD=0

Diagramas de esforcos internos

A) Diagrama de esforco cortante (DEC)
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(0<x<5s)
0<x<848

VAC = —0, 8 KN

(0<x<s1)
0<x<848

Vgp =—0,8

E C
( 0<x<6 )
Vegc = —0,5x

* No ponto E, temos x=0m, logo Vg = —-0,5*0 = 0 KN
* No ponto C, temosx =6 m, logo Vo = —0,5*6 = -3 KN

(ozeze)
0<x<6

VCD = —0, 5x + 1,5
* No ponto C, temos x=0m, logoV,=-05x0+15=1,5KN
* No ponto D, temos x =6 m,logo Vp, = -0,5*6 +1,5=—-1,5 KN

(ozxzs)
0<x<6

VFD = 0, 5x

* No ponto F, temos x=0m, logo Vp = -0,5x0 =0 KN
* No ponto D, temos x =6 m, logo Vp, = 0,56 = 3 KN
DEC (KN)

Lembre-se: o cortante positivo deve ser desenhado do lado oposto ao do

observador e o cortante negativo do mesmo lado do observador
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Fig. 505 — Exemplo 8

Fonte: autor

B) Diagrama de momento fletor (DMF)

(6<x< 00
0<x<848

MAC = 0, 8x
* No ponto A, temos x=0m,logoM, =08%*0=0KN.m
* No ponto C, temos x = 8,48 m, logo M = 0,8 « 8,48 = 6,8 KN.m

(o< <640)
0<x<848

MBD = 0, 8x
* No ponto B, temos x=0m, logo My =0,8+0=0KN.m
* No ponto D, temos x = 8,48 m, logo M, = 0,8 « 8,48 = 6,8 KN.m

(ozxzs)
0<x<6

MEC = —0,25x2
» No ponto E, temos x =0 m, logo Mg = —0,25* 02 = 0 KN.m
* No ponto C, temos x =6 m, logo M = —0,25 * 6> = —9 KN.m

Cozeze)
0<x<6

M¢p = —0,25x* + 1,5x — 2,28
* No ponto C, temos x = 0 m, logo
M;=-025%0%2+15%0—228=-2,28KN.m
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* Na rétula (x = 3 m), temos

Mgs = —0,25%32+1,5x3—-2,28=0KN.m
* No ponto D, temos x = 6 m, logo
Mp=-025%62+15%6—2,28=-2,28KN.m

Cozrzs)
0<x<6

Mgp = —0,25x?
» No ponto F, temos x =0 m, logo Mg = —0,25 « 02 = 0 KN
* No ponto D, temos x =6 m, logo M, = —0,25 * 6> = —9 KN
Lembre-se: o momento positivo deve ser desenhado do mesmo lado do

observador e 0 momento negativo do lado oposto ao do observador

DMF (KN.m)
Fig. 506— Exemplo 8
-9.00 -9.00
-2.25 -2.25
“ 5
& 5

Fonte: autor
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C) Diagrama de esfor¢o normal DEN (KN)

Lembre-se: o esfor¢o normal positivo deve ser desenhado do lado oposto ao

do observador e o negativo do mesmo lado do observador

(0= <640)
0<x<848

NAC = —5,57 KN

(0<x<5s)
0<x<848

NBD = —5,57 KN

(ozrss)
0<<x<6

NEC=OKN

(ozxzs)
0<x<6

NCD = —3,38 KN

Cozrze)
0<x<6

NDF=0KN

Fig.507 — Exemplo 8

0.00
.38 —3.
A \
\8) o)
o KSR

Fonte: autor

9°) Construa os diagramas dos esforcos internos para o pértico abaixo
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DCL final
Fig. 508 — Exemplo 9

4 KN 1200 kN/m

T4 k
¢ E b Ik
ct
N F
£
o[ S
Sr )
) J
<«
600 KN &>
=300 m 3.00 m ——==-
Z Z
(@) O
Te) 0
o M~
= o
- e
4 B
HA =
I Il
N Fonte: autor 0
RESP.

Aqui vamos iniciar a andlise pela barra AC e em seguida transferir as forcas
da barra AC e seus respectivos momentos para o ponto C da barra horizontal CD.

* Barra AC pela esquerda, ou seja, de baixo para cima (observador 1)

(ozres)
0<x<3

VAC:f—q(X)dx+ZV,:f—2dx+VA:—2x+6:> VAC:—2x+6

2

MAC:fVAcdx+ZM,:f(—2x+6)dx+0: + 6x = MAC:—x2+6x

NAC=fp(x)dx+ZN=dex+(—HA)=—5,57=> NAC:—].Z,S
400



* Barra CD pela esquerda, ou seja, partindo do ponto C (observador 1)
Transferindo as forcas da barra AC e seus respectivos momentos para o

ponto C da barra horizontal CD.
Fig. 509 — Exemplo 9

Mya=18KN.m 12.00 kN/m
FR,AC = 6kN /W
H, =6KN \\' C E D
Mpr =9 KN.m 43.00m%‘é5.00m%‘
Vy=12,5KN

Fonte: autor

* My, — é 0o momento no ponto C produzido pela reacao Hy

*Mpg =
€ o momento no ponto C produzido pela resultante do carregamento
distribuido que atua na barra AC

O ponto E define trecho, pois existe carga concentrada aplicada nele.

* Trecho CE

Como a carga varia ao longo do trecho CE de acordo com uma fungéo do 1°
grau o primeiro passo para a resolucdo consiste em determinar a funcdo para o
carregamento no trecho CE, logo

Fungao do carregamento para o trecho CE —»  q(x)¢g = 2x

(perzs)
0<x<3

Ve = ] —q(x)dx + z V' = J —2xdx+ 12,5 =

2

+125=> Ve =—x%2+12,5

.3
MCEzjVDde+ZM’=J(—x2+12,5)dx+(18—9)=Tx+ 12,5x + 9

_ .3
MCE=T+12,5.X'+9
Nee = [ pGodr+ ) N'= [0dx + (Hy—Frac) = 0+ (6-6) = 0= Ney = 0 KN

* Trecho ED

A funcéo do carregamento no trecho ED é
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q(X)gp = 2x + 6 (a constante 6 é o valor da funcio do trecho CE no ponto E,

ou seja, parax =3 m)

(osxzs)
0<x<3

Vep =f—q(x) dx+zV’=f—(2x+6) dx + [Veg(E) — 4] =

2

Vep = —6x +[(=3*+125)—4]=> Vgpp=-x*-6x—-10,5

MED :J.VEDdx+ZM’: f(_x2_6x_0'5)dx+MCE(E) =

—x3  6x? -33
MED:T—T—O,SX'i' T+12,5*3+9 :>MED

3

—X
=T—3x2—0,5x+37,5

NED=jp(x)dx+ZN'=f0dx+NCE(E)=0+0ﬁ Ngp = 0 KN

* Barra BD pela esquerda, ou seja, de baixo para cima (observador 2)

Cozezs)
0<x<3

VBD:f—q(x)dx+ZV = VBD:()
MBD:fVACdx+ZM:> MBD:()

NBD=fp(x)dx+ZN'=f0dx+(—VB)=0=> NBD:_27;5KN

Diagramas de esforcos internos

A) Diagrama de esforco cortante (DEC)

(ozres)
0<x<3

VAC:—2x+6
* No ponto A, temos x=0m, logoV,=-2%0+6 =6 KN
* No ponto C, temosx =3 m,logoVy=—-2%x3+4+6 =0KN

(ozres)
0<x<3

VCE = —xz + 12, 5
« No ponto C, temos x =0 m, logo V; = —0% + 12,5 = 12,5 KN
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* No ponto E, temos x =3 m, logo Vy = =32+ 12,5 = 3,5 KN

Cozxzs)
0<x<3

Vegp = —x>—6x—0,5
* No ponto E, temos x =0 m, logo Vp = =02 - 60— 0,5= —0,5 KN
* No ponto D, temosx=3m, logoVp, = -32—-6%3—-0,5=—-27,5KN

(osxzs)
0<x<3

VBD == 0 KN
Lembre-se: o cortante positivo deve ser desenhado do lado oposto ao do

observador e o cortante negativo do mesmo lado do observador

DEC (KN)
Fig. 510 — Exemplo 9
1250
__%_\\\\\\\\igi%
C E O D
2750

(@)
S
T A A B

Fonte: autor

B) Diagrama de momento fletor (DMF)

(ozxes)
0<x<3

My = —x% + 6x
« No ponto A, temos x=0m, logo M, = —0?2+6+0=0KN.m
* No ponto C, temos x=3 m, logo My = -3+ 6«3 =9KN.m

(ozres)
0<x<3

— 43
MCE=T+12,5.X'+9
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—03
* No ponto C, temos x =0 m, logo M, = TO+ 12,50 =9KN.m

_ =23
* No ponto E, temos x =3 m, logo Mg =TS+12,5*3+9 =37,5KN.m

(Cocres)
0<x<3
—x3
MED=T_3x2_0,5x+37,5

* No ponto E, temos x = 0 m, logo

—n3
M, =T0—3*02—O,5*O+37,5=37,5KN.m
* No ponto D, temos x = 3 m, logo

_23
MD=%—3*32—0,5*3+37,5=0KN.m

(osxzs)
0<x<3

Mgp = 0KN.m
Lembre-se: o momento positivo deve ser desenhado do mesmo lado do
observador e 0 momento negativo do lado oposto ao do observador
DMF (KN.m)
Fig.511- Exemplo 9

>

Fonte: autor
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C) Diagrama de esfor¢o normal DEN (KN)

(ocees)
0<x<3
Fig. 512- Ex. 9

(ozezs)
0<x<3

NCE = OKN

Cozxzs)
0<x<3

NED :OKN

(BOSXSSD) £ —

Fonte: autor
NBD = —27, 5 KN

Lembre-se: o esfor¢o normal positivo deve ser desenhado do lado oposto ao

—12.50
—27.50

do observador e o esfor¢co normal negativo do lado mesmo lado do observador

10°) Construa os diagramas dos esfor¢os internos para o portico abaixo

DCL final
Fig. 513 — Exemplo 10
2.00 kN/m é | 2.00 kN/m
i;muuuugiuuuum,}_

C E D
4—I—> : ® e
S
N

Y A B J
4= 600KN % 300 m 300 m ﬁ%
=

RATRTARARARN

.50 kN

Va
B

Fonte: autor
RESP
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Aqui vamos iniciar a analise pela esquerda, ou seja, pela barra AC, em
seguida analisaremos a barra BD e depois analisaremos a barra horizontal DC pela
direita, assim precisaremos transferir apenas a reacéo Vy para o ponto D inicio da
barra DC

* Barra AC pela esquerda, ou seja, de baixo para cima (observador 1)

(ozres)
0<x<3

VAC=f—q(x)dx+ZV’=f—2dx+HA=—2x+6 = Vypc=-2x+6

2

2

MAC=fVACdx+zM,=j(_2x+6)dx+0= +6x = My =—x"+6x

* Barra BD pela esquerda, ou seja, de baixo para cima (observador 2)

Cosxzs)
0<x<3

VBD :f—q(.X) dx+ZV, = VBD:()
MBD:fVEDdx+ZM,:> MBD:()

Voo = [ pG)dx+ Y N = [0dr+ (V) =040 =0+ (-95) = Ny

= —-9,5KN
* Barra DC
Para facilitar a resolucdo vamos analisar o trecho DC pela direita, pois, nesse

caso, existe apenas a reacao V/; a ser transferida para o ponto D.
Fig. 514— Exemplo 10

<
(@8]
2.00 kN/m Sl?

| 2.00 kN/m
N Ay
c B ’
}eaooﬂq —| 300 m —==
Vs =9,5KN

Fonte: autor
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O ponto E define trecho, pois existe carga concentrada aplicada nele.

*Trecho DE pela direita

Cozrzs)
0<x<3

VDE:J.q(x)d.x,""ZV’:deX"‘(—VB):Zx—9,5:> VDE=2x—9,5

2

MDE=f—VDde+ZM'=f—(2x—9,5)dx+0= +9;5x$

MDE: —x2+9,5x

*Trecho EC pela esquerda
Agora para facilitar vamos analisar o trecho CE pela esquerda

(ozezs)
0<x<3

VEC=]q(x)dx+ZV’=j2dx+[VDE(E)+4=2x+[(2*3—9,5)+4]:,o

VEC:2x+0,5
2

MEC=j_VECdx+ZMI=J_(2x+015)dx+MDE(E) = —O,SX =

Mg =—x?-05x+(-32+95%3) = Mgc = —x*—0,5x+ 19,5
NEC=jp(x)dx+zN,=j0dx+NDE(E)=O+O = Ngc = 0 KN

Diagramas de esforcos internos

A) Diagrama de esforcgo cortante (DEC)

Cozezs)
0<x<3

VBD == OKN

Cozxzs)
0<x<3

VDE=Zx—9,5
* No ponto D, temos x=0m, logoVp, =2%0—-9,5=-9,5 KN
* No ponto E, temos x=3m, logo Vg =2%*3—-95=-3,5KN

(ozres)
0<x<3
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VEC=2x+0,5
* No ponto E, temos x=0m, logo Vg =2%0+4+0,5=0,5 KN
* No ponto C, temosx=3m,logoV,=2%x3+05=6,5KN

(ozres)
0<x<3

Vic=—-2x+6

* No ponto A, temosx=0m, logoV,=-2%0+6 =6 KN

* No ponto C, temosx=3m,logoVy=—-2%x3+6 =0KN

Lembre-se: o cortante positivo deve ser desenhado do lado oposto ao do

observador e o cortante negativo do mesmo lado do observador
DEC (KN)
Fig. 515 — Exemplo 10
6.5

C E %\ D
—95
O
O
3 A B
AN VAN

Fonte: autor

B) Diagrama de momento fletor (DMF)

Cozezs)
0<x<3

MBD =0KN.m

Cozxzs)
0<x<3

MDE = —x2 + 9, 5x
« No ponto D, temos x =0 m, logo M, = —0?2 +9,5x0=0KN.m
* No ponto E, temos x =3 m, logo Mg = —32+9,5+«3 =19,5 KN.m

(ozres)
0<x<3
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MEC = _xz _0,5x+ 19,5
« No ponto E, temos x =0 m, logo My = —0?> — 0,5+ 0+ 19,5 =19,5 KN.m
* No ponto C, temos x =3 m, logo M = =32 - 0,53+ 19,5=9KN.m

(ozres)
0<x<3

My = —x* + 6x

« No ponto A, temos x =0 m, logo My = —02+6+0+x0=0KN.m

* No ponto C, temos x =3 m, logo M = -3>+6+*3 =9 KN.m

Lembre-se: 0 momento positivo deve ser desenhado do mesmo lado do
observador e 0 momento negativo do lado oposto ao do observador

DMF (KN.m)
Fig. 516 — Exemplo 10

Q

19.5

0.0

P

VAN

Fonte: autor

C) Diagrama de esfor¢o normal (DEN)

Cozezs)
0<x<3

NBD = —9,5KN

Cozezs)
0<x<3

NDEZOKN

(ozres)
0<x<3

NECZOKN

(ozres)
0<x<3

NAC == —6, 5 KN
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Fig. 517: Exemplo 10
OAV)

—6.5
—9.5

A AN

Fonte: autor

FIM
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Conclusao

Na disciplina de Estruturas Isostaticas, ocorre o primeiro contato do aluno de
engenharia civil com o calculo de estruturas e embora muitos académicos nao
compreendam a importancia da disciplina, ela € a base do calculo estrutural
considerando-se que trata da aplicacdo da Fisica e da Matematica para garantir o
equilibrio estético das estruturas no plano, através da determinagdo das reacgfes de
apoios e dos chamados esforgos internos solicitantes: esforgo normal, esforgo
cortante e momento fletor, além da construcédo de seus respectivos diagramas

A perceptivel dificuldade para uma assimilacéo efetiva de conceitos, assim
como a falta de destreza com os calculos na referida disciplina, demonstrada por
parte de académicos, alunos do curso de engenharia civil, motivaram a elaboracao
do presente material didatico intitulado de “Caderno de Isostatica”, utilizando uma
linguagem de mais facil compreensdo para um aluno iniciante do que aquela
apresentada em livros ja consagrados, além de mostrar a resolucdo comentada de
um grande numero de exercicios, o que torna o “Caderno de Isostatica” uma
importante ferramenta auxiliar de estudo para a tdo fundamental disciplina de

Estruturas Isostaticas.
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